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R E S U M O
Este trabalho refere-se a otimizaçio das condições numa ré- 
giio de transiçio que une dois tubos cilíndricos longos de diâmetros diferen­
tes, podendo ter coeficiente de expansio térmica e/ou temperatua distintas,com 
a finalidade de minimizar as tensões térmicas.
0 objetivo é determinar a distribuição ótima do coeficiente 
de expansio térmica numa junta de transiçio soldada. Os resultados se aplicam 
aos problemas de: otimizar a distribuiçio de resfriadores ao longo da junta cô 
nica; e otimizar o perfil de temperatura em processo de aliviamento de ten­
sões. : I
A partir das Equações de equilíbrio, encontra-se o modelo |
matemático do sistema. Encontrada a soluçio, aplica-se a técnica dos coeficien_ 
tes de influência para se determinar as constantes de integraçio. Em seguida ,
estabelece-se as equações dos deslocamentos e solicitações da estrutura em fun
■ - , V “
çio dos termos do carregamento.
U-tilizãndo o critério de projeto da máxima tensio cizalhan-
te, tem-se uma superfície de tensio admissível, seccional mente linear. Esta lj_ 
nearidade permite o emprego de Programaçio Linear na otimizaçio do carregamen­
to que é somente de natureza térmica. |
Os coeficientes das equações de restrições foram calcula­
dos através de programaçio própria, que usa um sistema IBM - 1130, configura­
ção 16K da UFSC. Para resolver o problema de programação Hnear, utiliza-se o 
LP “ MOSS. .
* * *
A B s T R-A C T
This work, optimize conditions within a transition 
region that connects two long circular cilindrical shells of 
d i f e r e n t s d i m e n s i o n s  and coefficient of thermal expansion, or
temperature, in order to minimIze the thermal stress.
The objective is to establish the optimum d i s t r i ­
bution of the coefficient of thermal expansion within a welded 
t r a n s i t i o n j o i n t . T h e r e s u l t s ,  a l s o a p p l y t o  optimize the d i s t r i ­
bution of cooling in c o n i c a 1 j o i n t ; and to optimize the t e m p e ­
rature profile in stress re 1 ief p r o c e s s .
i
From the Equ i 1 i br i um Equat i ons is obtained the Ma'- 
thematical Model Of the system. E s t a b 1 ished the solution of the mo 
del, the influence coefficients t e c n i c , i s  used t o d e t e r m i n e  the 
integration c o n s t a n t s . F o 11owing the stresses are obtained in
function o f t h e  load terms.
Using the Maximum - shear - stress t h e o r y , as des I g n 
crû terî on., the restricted surface in stress space, for the, t r a n ­
sition region, is piecewise 1 i n e a r . This 1 inearity permit the use 
of the Linear Programming in the optimization of the load terms . 
The load is only ofVthermal nature.
A computer program is used to determine the c o e ­
fficients of the restriction equations. The c o m p u t a c i o n a 1 system 
is: IBM - 1 1 3 0 , 16 K. Td solve the linear programming problem, 1 is 
applied the 1 i n e a r 'programming features of the IBM Package LP 
M O S S ."
* * *
N O M E N C L A T U R A
Ai» A^. A 3 j A|^  “ constantes de Integração provenientes
d a r e g i ã o B .
A^ ® ^2 ” quantidades da primeira forma fundamen-
t a l d a s s u p e r f í c i e s .
a ; " raio de uma superfície cilíndrica.
A , B - constantes para desenvolvimento em se-n n -
. r I e .
B^ , ^2 ~ constantes de integração provenien te s
; da regIão A.
C, C » C i  - c o n s t a n t e s  de integrações.
i' ,
C , a^ ' “ coeficientes de FoUrier.n n^ ,
D3 , 0^ - c o n s t a n t e s d ê  În t e g r a ç ã p , da região C.
D - c o n s t a n t e d e r i g i d e z d a c a s c a .
E - módulo de elasticidade longitudinal.
F, G, H, D “ quantidades da primeira forma f u n d a m e n ­
tal das superfícies, 
h - espessura da estrutura.
Jp - função de Bessel de primeira espécie e
ordem p.
■:L.^-^ - .- :z. :t: " comprimento da parte cõn I ca , a pa r 1 1 r do
vért i ce.
1 - comprimento da região cônica B.
Lj M, N - quantidades da segunda forma fundamental
das superfícies.
//
-cont î n u a ç a o -
" mõhièntos ' Por unidade de comprimento 
nos p 1 anos m e r i d i o n a 1 e c i r c u n f e r e n c îa 1*
- momentos na borda .1 das regiões A e C.








- momento resultante, proveniente da so- 
luçio particular nas bordas 1 e 2 da ''r£ 
g i ão 6 <
- forças por unidade de comprimento nas
direções : axial e c îrcunferencia 1. j
i
- f o r ç a s  cortantes por unidade de c o m p r i ­
mento nas direções: axial e cl.rcunfe- 
rencial.
- forças resultantes nas bordas 1 e 2 da 
região B .
- forças resultantes nas bordas 1 e 2 das 
regiões C e  A, respectivamente.
- forças cortantes, provenientes do c a r ­
regamento, nas bordas 1 e 2 da região B.
- c a r r e g a m e n t o  externo segundo as diVe-
ções: axial, circunferencia 1 e nòrmal.
raio das superfícies cilíndricas das
i ' • 
g i õ e sl A e C .
raio de um paralelo, 
raio de um meridiano.






u » V , W
“ a ’ “ g '
a (ç)
2n
' 12 , ^12
i=, 6"
-c o n ti n u a ç ã o - 
R^, traçada de um ponto ao eixo de r o ­
taçio' da superfície.
- v e t o r s p o s i ç ã o .
- t e m p e r a t u r a  inicial.
- temperatura das regiões A e C.
- distribui çã o axial de temperatura.
/
- componentes dos deslocamentos segundo 
ós meridianos, paralelos e normal ã s u ­
perfície.
I
- componentes do deslocamento de um pontoi 
na superfície de referência.
- coordenada ax i a 1.
semi-Sngulo de abertura da região c ô n i ­
ca B.
coeficientes de expansão térmica das r£ 
g i ões A e C .
distribui çã o axial do coeficiente de ex 
pan são té rm i c a .
amplitude das funções de Heaviside.
distorções nos p 1 anos circunferencia 1 e 
meridional, segundo a normal à s u p e r f í ­
cie de referência.
distorção no plano circ unferencia 1 s e ­
gundo um paralelo e na superfície de r£ 
ferênc i a .





Vi , V 2 » V 3 , Vjj
a^, a^i
e Î
e t , 
^2* ^2 ti
w
-con 11 n u a ç ã o " 
deformações lineares segundo os m e r i d i ­
anos, paralelos e normal à superficie, 
deformações lineares segundo os m e r i ­
dianos e p a r a 1e 1 osí na superfície de r£ 
fe rênc i a ]
- c o o r d e n a d 3 segundo â normal ã superfí- 
clie de reférêncía.
*• coordenada ci rcunferencial .
- d e f o r m a ç õ e s  provenientes de flexões se­
gundo os meridianos e paralelos.
- zéros das funções de Bessel*
- constantes de rigidez das regiões A. B 
e C .
- constantes das cascas.
- módulo de Poisson.
\
- coordenada axial adimensiona 1i z a d a .
- t e n s õ e s  normais nas direções m e r i d i o ­
nal, circünferencia 1 e normal i s u p e r ­
fície de referência.
- tensão norma 1.a x i a l , na superfície e x ­
terna e interna da casca.
- tensão normal círcunferencial» na super^ 
fÍcie externa e interna da casca.
- tensão efétiva do material, para proje- 
t o .
- torçãò da superfície.
y/
-cont î n u a ç a o - 
rotações nos planos axíal e círcunferen- 
c Î a 1 .
parimetro controlador da di st ri bu iç ão  de 
tensões na regiiò cônica B.
* * , *
;\
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CAPfTULO 1 - intr o d u ç ã o
Multas vezes, em decorrência de razões de natureza técni­
ca, econômica ou outras, surge a necessidade de se realizar a união de tubos 
cilíndricos de diâmetros diferentes. Em geral, estes tubos apresentam também 
características térmicas diversas como por exemplo! coeficiente de dllatação 
térmicá diferente è/ou 'desníveis de temperatura variáveis ao longo da vida. E^ 
tes tipos de!uniões, ver figura 1 , sio de utilização freqüente em diversos
campos da teènología. F^ ara citar os mais Importantes, tem-se o aero-espaclal ,
i, '
nuclear e õ petroquímldo; onde èe apresentam na construção de aviões,ffpguetes 
espaciais, reatores atômicos, torres de refinaria, tubulações de centrais ge­
radoras de ehergla etcJ Nessas úniões a Junta mais utilizada é a cSnIca clr| 
cular reta com Junções soldadas. Em tal situação, a região de transição esta- 
há sendo submettda â fadiga têrmlca por flutuações de temperatura. \
Naá Imediações de variações bruscas de diâmetro, obtidas • 
através de junções soldadas desêhvol,vem tensões multo elevadas que podem ul­
trapassar as tensões admissíveis de trabalho do material, causando, em decor­
rência falhas hòmèsmó. Exemplificando, para se ter Idéia da ordem de grandeza 
das tensões, tome-se dois tubos c M  Fndrlcos, cujos diâmetros e espessuras se-^  
jam Iguais, que tenham coeficiente de expansão térmica diverso, Considere - se 
ainda, que estes elementos estejam soldados confõrme Indica a figura 2 , Se um 
dos tubos for de aço ferrFtIcõ e õ  outro de aço austenFtIco a diferença entre 
seus coeficientes de expansão tlrmlCa I de 6 X Neste caso, a tensão
máxima nas Imediações da Junção é dada por^
o = 0,293 E, ÁT, Aa, (1)
ondej
o de et89ttcIdade longitudinal do material;
AT é um desnível de temperatura;
Ad é a diferença entre os dois coeficientes de expansão
térmicá dos tufaos.
Considerando uma mudança realfstica na temperatura de 
540°C, resulta que á tensão térmfca produzida serl de aproximadamente 190
M N/m^. , I ^  ;
I ! Neète trabalho se considera somente tubos de diâmetros
1 ' ( •
diferentes, Havendo então, sempre uma junta de transição.
í i ■ ’ ^  ^ .
' Desta forma, as propriedades mecânicas e térmicas das
transições soldadas podem desempenhar importantes funções, a fim de reduzirem
as tensões t|rm|ca^ Introduzidas pelas flutuações da temperatura.
I i - ■ ■ ■ ' .  ^ ,
I Sabe*se qUe recentes aperfeiçoamentos nas técnicas de fa-
fetKaçãò estio permftfndo que aquelas propriedades sejam controladas. Especial 
atenção tem sido dada ao cohtrole do coeficiente de expansão térmica na região
I  _ 9de transição,! com a flnálídade de se reduzir as tensOes. Isto è devido ao fato 
de que aquele coeficiente é Um dos mais Importantes fatores que influenciam na
resistência ã fadiga térmica, uma vez qüe sua relação com as deformações ê dl-
" 6' '■ ■ ■ 
reta e proporcional.
Como se pode ter algum controle sobre o coeficiente de ex^  
pansão térmica, ê razoável perguntar«
a) Em uma união soldada de tubos com diferentes coeficientes de expansão térm_Í_ 
ca, qual ; é ; a máxima diferença què os mesmos podem ter, para que as ten­
sões ao longo da estrutura estejam dentro dos limites admissíveis?
b) Qual V é. a sua distribuição para que Isto seja possível?
- 9: Respondendo a estas Indagações, foi feito um estudo por
1, W. GOODALL é C. M. WHITWAMj para juntas cilíndricas em seu artigo: " ON
OPTlMtZING THERMAL STRESSES IN CILINDRICAL SHELLS ". Pará responder a essas
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\. ma do coeficiente de expansão térmica ao longo da reglao de transição. A for­
mulação obtida permltlii também maximizar a diferença entre os valores dos coe­
ficientes de| expansão jérmlca nos extremos da junta. Este desenvolvimento, a-
lém de posstbll 1 tal" a resolução dos problemas acima, resolve o problema de de-
: í i . , . . . . "  
terminar o máxfmo ^rad ente de temperatura entre as extremidades da junta de
transição, bèm cómò suá distribuição.
. . i :  ■ . 1  ■
! I isto tem ap:H cabi11dádécem aquecimentos ou resfriamentos de
 ^ 1 1 I: ^  ' -■ ■ ■tubulações cônicas e pode ser usado, por exemplo, na otimização da dlstrlbul-
presente trabalho. 0 objetivo íniclall foi a determinaçio da distribuição ótl“'
ção de resfriadores ao redor e ao longo da tubulação e no controle do perfil
e^-têmperatura em ^rocéssos de a l Ivlamento de tensões.
Neáte trabalho, primeiramente, encontrou-se, a partir daè
: i ■ ' ‘ ' ’ • ' ' 
equações de equilfbr lo |para cascas f inas, as equações para as partes da estru-
' j' ■ . i. ' ' ^ '
turaí levando em cònsideraçâo ãs suas formas e carregamento. Dessa maneira ,
; i . ' 1 ■ ■ ' í: ' ’ ■ ■ . .; J .
as equações de equ^ 1 Tbiflo sempre foram reduzidas a um sistema de equações di­
ferericlals de segunda òrdem. As soluções para os sistemas foram determinadas 
pela superposição da solução particular â homogênea* Na região cônica, a parte 
não homogênea da equação diferencial foi desenvolvida em uma série de Heavi­
side. !sto possibilitou a determinação das solicitações e dos deslocamentos 
das cascas, como combinação 1Inear daquelas funções. A solução homogênea resuj_ 
tou de uma equação de Bessel modificada, cuja solução ficou em termos das fun­
ções de kelvin'ber2y, bel2Y» ® Kel2Y- Nas regiões cilíndricas, fig. h , 
a solução particular é nula e a sõlução homogênea é obtida de uma equação li­
near a coeficientes constantes.
A determlnaçao das constantes de Integração foi realizada 
através das condições de equilíbrio e continuidade das junções.
Duas das dez constantes obtidas são facilmente relaclonã-
-.. . • , •> ,
vels com outras duas das oito restantes. Preferlu-se determinar estas oIto
constantes não através de um sjstema de 8 equações a 8 incógnitas, mas atra­
vés do método dos coeficientes de influência. Assim, utilizando as condições 
de equMfb^rho nas junções, encontrou-=;se, resolvendo um sistema linear de 4 e- 
quações a 4 incógnitasj as quatro constantes da região cônica em função das 
" reações de descontinuidades " e Q;^ • As reações de descon^
tínuidade são forças e momentos, introduzidas para restabelecer a continuida­
de da estrutura nas Junções, ver figura 18. Em seguida, foi necessário o esta­
belecimento das equações das solicitações e deslocamentos das cascas para pos­
sibilitar o uso das condições de continuidade nas Junções da estrutura. Aqui 
foram definidas as diversas funções de influência para cada variável. Estas 
-funçõesj quando aplicadás :em um detérminado ponto, tornam-se os coeficientes 
de influência, Com isto, resolvendo outro sistema linear de k equações a k in-^  
cógnitas chegou-sè âquélás reações em funçáo do carregamento. Apos, obteve - se 
todas as equações das Solicitações e deslocamentos da estrutura, bem como as 
das tensõesJComo èstas ficaram lineares em relação às funções de Heaviside e, 
objetivando ó emprégo de programação linear para otimização, bastou então, es­
colher um critério de projeto cuja superfCde de tensão fosse seccionalmente 
linear.
A otimização foi realizada através do programa LP  ^ MOSS 
da IBM, trazendo com Isto a limitação quantoaonúmero de equações de restri­
ção que pode ser de até 700 pára tal programa. Os coeficientes das restrições 
foram obtidos através de programação própria, utilizando o Computador I B M 
1130, 16K da UPSC.
Mostra-se no apêndice 1, o fluxograma do programa elabora­
do para obtenção daqueles coeficientes. A aplicação do programa para diversas 
geometrias é flc|l, porém demorada, uma vez que envolve diversas séries das 
funções de Bessel, cujas convergências são lentas. Além disso, deve-^se tomar 
precaução quanto ao argumento das funções de Kelvln ber^ (vi[^ y)> Ker^ *
be!„ (u.y) e Kei, (y~y)* ® máximo valor do argumento ocorre quando y = 1, sen-, 2 b Z g,
do entio determinado por que é uma constante da parte cônica ver eq. 88 
pg.^ 1*7.
( i-'. j a z a - A  c:;^)2 u,
sen o '




; i. ' j i O
Fig. 3 “ Limites para argumentos das Funções de Kelvin,
Neste capítulo se apresenta a definição do problema com t£ 
dos seus elementos e liipóteses simpl i f icati vas.
2.1 GEOMETRIA.
A estrutura em consideração compõe-se de duas regiões ci­
líndricas retas ligadas por uma regiio cônica reta, sendo as mesmas co-axiais. 
Estas regiões foram denominadas conforme a figura 4 » por: /
a) Regiio Cilíndrica A.
b) Regiio Cônica B.
c) Regiio Cilíndrica C. .
As junções foram chamadas de l e  II. As regiões cilíndri­
cas A e C possuem raios R^ e R^, respectivamente. Os raios das bordas da re­
giio cônica B sio iguais aos dos tubos cilíndricos aos quais está unida.
A espessura das paredes ê considerada constante através da
estrutura e igual a
- - ...: : . 0  mesmo procedimento que se adotou para solucionar o pro­
blema para espessura constante, pode ser aplicado no caso de se ter espessura
proporcional â distância áo âÍDlce do cone. Pois ainda neste caso a solução do
5modelo matematico pode ser obtida por desmembramento.
0 comprimento da junta, região cônica B, é | .
2.2 DEFINIÇÃO E HIPÓTESES SIMPLI F ICATIVAS.
Considere-se o material da estrutura elástico, homogêneo e
^  . I . lii .
isotrópico.
Supõe-se que os elementos da estrutura possam ser conside­
rados como cascas elásticas finas, possibilitando-desta forma o emprego ■ dé u_
V . 1 ■ . .. . ^  s
mè Teoria das Cascas El as.t ica s • Finas Logo , ás . equaç õe s obt I das
se. fundamentam nos postulados de Lovè^^:
/
CAPÍTULO 2- DEFINÍÇAO DO PROBLEMA E HIPOTESES SIMPLIFiCATIVAS
/
13na.
a) A casca é f1na.
b) As deformações da casca sio pequenas.
c) A tensão normal segundo a perpendicular a superffcie de referenc-ia é des - 
prezTvel. ~
d) Normais ã superfície da casca permanecem normais a ela apos a- d e f o r m a ­
ção; e.. nio al teram ó: ;seu co.mprimento durante a deformaçio.
Uma indicação de que determinada casca é fina, é obtida da 
relaçio entre a espessura é o raio de curvatura da superffcie de referência .
Quando esta relação ê menor que 1/10, em geral, se pode dizer que a .casca é fi/■
V
0 segundo postulado permite referir todas as derivações e 
«cálculosã-configCTração original da casca e, juntamente com a lei de Hook, as- 
seguraia linearidade do modelo matemático resultante. |
iO postulado, referente ã preservação da normal, implica em 
que as componentes das deformações na^  direção da normal i superffcie da casca, 
desapareçam, Isto é
e = Y- = Y = .0; (3)
In 2n
ondej  ^ deformação segundo a normal;
Y]^ “ distorção no plano Ç = cte., segundo/a normal;
Y2,., - distorção no plano 0 =» cte., segundo a normal.
A restrição de casca fina, torna razoável o terceiro postu­
lado de Love, que é expresso por
"n'.<'•>
A análise da estrutura é feita considerando as regiões ci­
líndricas A e C como cascas semi-inf1nltas, enquanto que a. região cônica B 
é. considerada curta, isto é, há interação de efeitos entre as duas bordas.
0 carregamento é somente de natureza térmica. As tensões e
10
deformações são provenientes de variações da temperatura, ou do coeficienite 
de expansão térmica, ou ainda de ambos, porém, restritas ã direção axial da e^ 
trutura. Como .exemplo desse carregamento, tem-se o caso em que as junções aca­
baram de ser soldadas, resultando uma distribuição axial de temperatura na re-^ 
gião de transição. Outro caso em que ocorre aquele tipo de carregamento é o da 
realização de um resfriamento, onde há também um gradiente axial de temperatu­
ra.
Na obtenção das equações, governantes do comportamento da 
estrutura, o parâmetro controlador da distribuição de tensões na região cônica 
B é dado por, v e r e q u a ç ã o  (77b) página 44;
r . . . (5)
onde: Ç é uma coordenada axi a I, ■ f i g í; ' 6 , é foi feito
V4<( C ) = a ( Ç ) [ t ( Ç ) - , (6)
Sendo: a ( Ç ) - coeficiente de expansão térmica do material, variável com Ç;
T ( Ç,) -distribuição de temperatura;
i, . .
- temperatura de referência.
Como as distribuições de tensões nas regiões cllTndricas são controladas por
d ( iji ) , foi suposto, por conveniência, uma distribuição arbitrária para a de^  
d ( Ç )
rivada de ( Ç ) . A determinação desta distribuição é feita com a finalida­
de de minimizar os danos causados pela fadiga térmica . Os danos causados pela 
fadiga térmica sao considerados minimizados quando as tensões térmicas são mi­
nimizadas. Isto não é uma conseqUência necessária, já que podem existir certos
tipos de juntas de transição que envolvam a formação de regiões de material
9 . _
com baixa resistencia a fadiga. Contudo, devido a falta de informaçoes experi­
mentais, é aqui suposto que as propriedades de fadiga na junta sejam uniformes 
e que, reduzindo o campo de variação das tensões, pode-se aumentar a sua vida.
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Fisicamente, o controle da distribuição das tensões térmi­
cas é— feito-i nd i retamente- pela -funçao ' Ç ). 0 coeficiente de expansão téi—
mica é suposto variar de a i <a , que são os coeficientes das regiões cl^a c
ifndricas A e C respectivamente. Da mesma forma, a temperatura na regiio de
transição varia de T ã T , temperaturas dos tubos cilfndrlcos A e G res-
d C
pectivamente.
Considere-se também que quando a estrutura está sob distri­
buição uniforme de temperatura, T^,o estado de tensões térmicas ao longo da 
mesma é nulo. A variação da temperatura ocorrerá grad ativamente-dead e T^ .. a té a 
distribuiçio mostrada na figura 4 , de tal modo que os efeitos transitórios 
possam ser desprezados. As temperaturas e coeficientes de expansão térmica nas
’regiões cilíndricas A e C foram consideradas constantes. Define-se os valores 
do parâmetro 'P ( Ç ) nas regiões A e C, respectivamente como:
♦a - “a < "a -
\
*c = “c ' ■ ■^ o > ■
onde: a - coeficiente de expansão térmica na região cilíndrica A;
3
" coeficiente de expansão térmica na região cilíndrica C;
T - temperatura na região A; a
- temperatura na regiio C.
Feito isto, o problema de maximizar o gradiente de temper^ 
tura entre as extremidades da junta de transição, ou o de determinar uma dis­
tribuição adequada para o coeficiente de expansão térmica através da junta, po_ 
de ser posto matematicamente da seguinte forma: determinar a distribuição do 
parâmetro d , que maximiza a diferença rp ~ ip _ . Isto é real izado man-
d Ç .. . V
tendo as tensões axial e circunferencia 1, e . restritas a uma superfície
12
Fig. h - Definição dá Geometria e Distribuição de Temperatura.
1 3
do espaço de tensões de uma junta de transiçio de comprimento I .De fato, as
soluções dos problemas propostos podem ser obtidas deste, considerando-se no
primeiro caso, a = a ~ a = cte. e no segundo, T = T = T = cte., através a c  a c
da regiio de transiçio.




CAPÍTULO 3 - MODELO MATEMATICO
Levando em consideraçio o exposto no Capítulo 2, procede- 
-se, a seguir, à obtençio das equações que regem o comportamento da estrutura. 
Primeiramente, ohtém-se o modelo matemático da parte tronco-côh1 ca ,e depois os 
das partes cilíndricas.
3.1 MODELO m a t e m a t i c o DA PARTE TRONCO-CÕNI CA.
Sabe-se que,uma casca fina é um corpo limitado por duas su-
/
perfícies curvas, separadas. Pode ser considerada como a materia 1izaçÍo de uma
... 5superfície curva.
Uma casca fina possui três identificadores fundamentais:
' r - !a) Superfície de referência; i
b) Espessura;
c) Contorno ou bordas.
Destes, o mais importante é a superfície de referência por 
definir a forma da casca e por ser ela que governa o comportamento da mesma.
3.1.1 DEFINIÇÃO DA SUPERFÍCIE DE REFERÊNCIA.
Trata-se de uma superfície de revoluçio, uma vez que ê gera_ 
da por uma curva plana que gira em torno de um eixo situado em seu próprio pla_ 
no. A curva plana ê chamada "meridiano" da superffcie. Quando a curva ê rotada 
em torno do eixo, um ponto sobre ela descreverá um círculo, chamado " parale­
lo " . Se a posiçio dos paralelos de uma superffcie de revolução for definida 
pela coordenada " x ", figura 5 , a equaçio do meridiano é dada por
R = R ( x ) ,o o
onde R^ é o ralo do paralelo ã posiçio £. Com estas definições e observando 
a figura 5 , o vetor posiçio de um ponto sobre a superffcie de revoluçio ê d£ 
do por
■ / '
/  ..........................................  . .
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Fig- 5 * SuperfTcÍe Cônica de_Revolução.
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~ r  ' ’ '
r( X, 0 ) = R ( X ) cos 0 I + R ( X ) sen 0 j + x k (9)
r.
Determina-se a seguir, as quantidades da primeira e segunda
-V
fo.rmas fundamentais da superfície dada por Tr ( x, 0 ) em (9). Porém, antes dis­
so, é vantagem adimensionalizar a coordenada ><• Para tanto, faz-se
X =,Ç L . , (10)
. 1 ■ •
Lot|ó,çna região conica variará entre R /R e 1,9 C
\
( R / R < Ç <  1). Aorigem do si stema de ei xos foi colocada no vért i ce do a c - -  , /■
cone. Considere um cone hipotético onde a variação do Ç fique entre 0 e 1,
( 0 < Ç < 1 ;) . Em decorrência da relação (10) e (9), vem que:
r( ç L» 0 ) = Rq ( Ç L ) cos 0 I + R^( Ç L ) sen 0 J + Ç L k (lia) j
Sabet- se que a primeira e segunda formas fundamentais de uma
13
SuperfFcie dada por r("Ç L, 0 ) em Ola), são, respectivamente:
( ds )^ = D . ( d Ç L + 2F. (d,çL); ,d0 t G (dO) ^  , (11b)
(K) =» L (dÇL)^ + 2Md(ÇL) d0 + N(d0)^ , (11c)
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N = / H ; (11,1)
H = \ / dG - , (I1j)
Portanto necessita-se para obtenção das quantidades das
formas fundamentals das superfícies aS derivadas 9^ 9^ qUe são dadas
; ' 9ÇL ® 90 ‘ V
aba ixo: l ;
-------r’'’- ; ■ . ,
■r—  = R' cos 0 T + R' sen 0 + ]< e (12)/oqL O O I
= - R sen 0 T + R cos 0 J , (13)90 o , 0 . 1
onde a " 1 inha " representa derivada em relação a Ç L. Desenliando, figura 6 !,
i
um corte méridional na figura 5 , verifica-se que as quantidades geométricas 
podem ser facilmente determinadas. Assim, ,
R = Ç L tga (l4)
onde á e o semi-ângulo de abertura do cone.
As quantidades da primeira forma fundamental das superfí-
1 Ó
cies , substituindo as relações (12) e (1 3) em (11), ficam




Da (16) se conclui que os meridianos e paralelos formam 
uma família ortogonal de linhas paramétricas. Com Isto, a primeira forma fun** 
damental das superfícies ficou sendo:
//
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Fig. 6 “ Corte Meridional da Superffcie de Referência da 
Região cônI ca.
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W T = , tga
(19)
(20)
(20) em (15), (14) em (1,7) e Introduzindo os resultados dIsto na
(19), resulta:
( ds )^ (— ^ ) ^  1 ( dÇ )^ + ( Kl tga )^ . ( d 0 f (2 1 )
Identificando (21) com a primeira forma fundamental dada em (19)» vem que:
Ã" «
1 COS a » e




quantidajdes da primeira forma fundamental. I
Assim a superffcie está agora, descrita pelas coordenadas 
'^^~Q-;~-As—quant-idades_.-da_segunda-forma fundamental , já substituindo os valo­
res nelas existentes, ficam sendo:
R R" / H o o ( 2 4 )
M 9^ Î9 0  9ÇL n (25)
N = R / H o (26)
Como F e M sio nulos, da teoria de superfícies, conclui - se
que os meridianos e paralelos sio linhas de curvatura principal. Os ralos priji
~ 13 . •cipals de curvatura sio facilmente obtidos uma vez que sao dados por :




onde; R.| é o ralo das curvas " meridiano " da superfície R^ ( Ç ) ;
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R2 “ é a distância ao longo da normal ã curva ( Ç ) traçada de um ponto
_  ^ 1 9ao eixo de revolução da superfície ;
Tendo em vista (24) em (27) vem
R p = - “ ; logo a curvatura dos meridianos é
^ » 0  ^ ^  (29)
Trazendo em (28) os valores de G è N de (17) e (26) respectivamente, tem-se
X  : ■ . .
ÇL_t2 a . J_ cos g , ^
*^ 2 cos a ‘ • ; R^ ÇL tga
A atual combinação de A^ , A^ , R.j e R^ , substituída 
nas condiçoes de Gáuss - Codazzl resulta em que as mesmas são identicamente sa 
tisfeitas, como se pode verificar. Logo Ã'^ , R.j é R2 dados em (22), (23) , 
(29) e (30),;defInem a superfície cônica da região de transição.
3.1 . 2  COORDENADAS DA CASCA.
A liipõtese que assegura a preservação da normal numa casca 
fina, implica em que os deslocamentos sejam linearmente distribuídos ao longo 
da espessura da casca. ConseqUentemente, o comportamento de um.ponto genérico 
da casca pode ser correlacionado â intersecção da normal a superfície da cas­
ca, que passa por este ponto, com a superfície de referência. Seleciona*-se pa­
ra superfície de referência a superfície média da casca, isto é, aquela que 
dista h/2 das superfícies que limitam a casca.
Adota-se para este traballio um sistema de coordenadas cur­
vilíneas que coincidem com as linhas ortogonais de curvaturas principais, que 
já foram descri tas em 3-1-1 . ,
Para descrever a locação de um ponto, no espaço pçupado pe^ 
la çasca, defIne-se o seguinte vetor;
21
R ( ç , 0 , ç ) = r ( ç , 0 )  + ç n ( ç , 0 ) (31)
0 < 0 < 2 n ,
ondei
r r I  o vetor posição de um ponto na superffcie.de referência; .
n “ e o vetor uni tãr 
ç - é a d i  fetinci i do 
ma 1.
' i
o normal â: superffcie, traçado pelo ponto; - i 
ponto^ã supérffcle de referencia medida segundo a nor-
ÍA mágnltude de um elemento de comprimento no espaço defini-
I .
do por ? ( ç, 0, t ), ém (3 1), será dado por
( ds )■ s; ( i * t/R, )^ ( d5 + ! ? ( !  + Ç/R, ) M  d® )^ + ( d; )^ .1
(32)
Ten(Jo-se estabelecido o sistema de coordenadas, define - se
I . ■ t ’ ■
agora o elemento fundamenta 1j como sendo um elemento obtido da casca por meio. j ■ ; . j .■ ■
de duas ajperffcies separadas de " d ç , situadas à distância ç da superfí­
cie de referência, e por quatro cortes perpendIcu1âres ã superfície de referêji 
cia coincidentes com dois pares.de linlias paramétricas adjacentes, conforme fj_ 
gura 7 .
Nesta figurà estio apresentadas, também, todas as tensões 
que podem atuar no elemento e suas orientações.
3.1.3 RELAÇÕES ENjrRE-DESLOCAAENTOS E DEFORMAÇÕES.
Mostra-se nos textos de Elasticidade que num sistema de co­
ordenadas curvilíneo ortogonal, com ò qual se trabalha, onde o quadrado da ma£ 
nitude de um elemento de comprimento 'nô espaço da casca é dado por uma expres­
são da forma (32), as deformações lineares e as distorções são relacionadas
18
com as componentes do deslocamento por:
<2
Fig. 7 - Elemento Diferencial da Casca.
- • ;;rrvv ’'-'vr, “ .rr’-—
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, ' 9U ' U ' 9A, Ã.W
"1 = K, ( I + V/R, ) ‘f t  * • ~50 r 7 >  ■ *53)
, 9U, U,. 9A- A,
"2 = ^ ^ T T T I T ^  >  i"e ^ T ^ '  T l  ^ ^  ^
_  ^  
^n" 9ç (35)
(38)
Yjh “ Xj C 1 + Ç/R] ) ■ 95 AjC l + ç/R] ) g ç  ( 1 + ç/Rj T
■ ; ■ V
' J _ 9^ —  - 9 ^2
J 2 n - - X , C  1 *  f  * V  ' * «^"2 > K  S T m - J T S p -  <37>
i  ^ Ç/R2  ^ . 9 *^ 2 ( 1 + Ç/R, )
^12 ^ Ãj C J + ç/Rj } TT^ Í 1 + Ç/R2 ) I ^ T T T I T r J T  ‘
« i. ■■
90 r^‘( 1 + ç/R^‘ )
onde:
- deformaçio linear segundo os meridianos, linhas de 0 = cte.;
- deformação linear segundo os paralelos, linhas de Ç = cte.;
- deformação linear segundo a normal â superfície;
Y]p“ distorção no plano circunfèrehcial segundo a normal;
Y2|^ * distorção no plano meridional segundo a normal;
^ 12" ^rstòT^õTre”pTano“ctrcünférèh^ segundo o paralelo;
U] - componente do deslocamento segundo ós meridianos;
U2 “ componente do'deslocamento segundo os paralelos;
W “'componente do deslocamento segundo a normal à superfície.’:
/  . . ' ! ■ ■ . ■ 3 : .
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Nas relações (33) a (38), observa-se que ainda nao foram 
aplicadas as hipóteses de Love. A fim de IntroduzT-las, primeiramente, deve-se
: ■ ’ ■ . - . V  .lembrar que á hipótese sobre a preservação da normal Implica que os deslocameji 
tos sejam 11 rtearmente.d!stribufdòs através da espessura da casca. Para tanto ,
considere-seIque as componentes do deslocamento sejam representadas pelas se-
, u  13 ' :■ guintes relações :
/
( ç, 0, k  .) = u( á  0 ) + ç °  ^ ^
I  ■ ■ ■
U2( Ç, 0 , U  ) = v( d  0 1 + ç 1 ^ /  ° ^
W ( Ç, 0, k  ) = w( Çi, 0 ) . (41)
■ ; , , ' ■ ■ ■ . . ! í . ; • • '' ■
I
As quantidades U, v, w representam as componentes do deslocamento de um ponto 
na superfície de referência, segundo a direção meridional, clrcunferencial e 
normal da superfTcIe, respectivamente. As quantidades u' e v' representam ro­
tações da tangente à superfície de referência segundo os meridianos e parale­
los da superfície. Prossegue-se, levando (41) em (35) e concluindo que:
= 0 , (42)
verificando o que foi postulado. Tendo em vista a hipótese de preservação da
normal, matematicamente expressa em (3) pode-se determinar as rotações u' e v*
que passam a ser denominadas de x e X » respectivamente. Com efeito, substl“
1 2
tuindo (39)» (40) e (41) em (36) e (37) obtém-se
Aplicando, agora, a hipótese de que a casca é fina, ç/R<< 1, nas expressões
(33)j (34) e (38), e ütl1Izando as relações (43) e (44) se encontra que as de-
25
formaçSes lineares não nulas numa casca elástica fina sao dadas por:
J a V +ÇX2 w
90 R,
u + çx ^ 9Ã'2
e às distorções são:
Ã„ I
■2^ Í 5 < ) ;
('<5)
m .
'1  ^ "2 i '^2 . 1 
As deformações lineares e distorções ainda podem ser representadas por:
E e + Ç K
2 2 2
(47)
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X 1 9 (52)
onde:
“ representa deformaçio linear meridional na superfície de referência;
e° - representa deformação linear circunferencla1 na superffcie de referêji
■ 2 . - i ■ ■ ■ 
cia^ , ' ■:
Y " repi^esenta a distorção do plano Ç = cte. segundo o paralelo na super^ 
12
fície de referência.
K e < - representam as componentes linearmente distribuídas das deforma-
1 2 ; ■ M  , ■
ições provenientes de flexões da superfície de referência.
T - é a torção da superfície de referência durante a deformaçio. ^
Tendo todas as expressões das componentes das deformações 
e distorções em relação a superfície de referência, falta ainda introduzir ne~ 
ias o efeito da simetria axlai do carregamento e da superfície de referência J 
Assim, todas as quantidades geométricas são independentes de 0 e, conseqUen- 
temente todas as variáveis da casca também o sio. Trazendo os valores de A^ , 
^2 > ® expressões (22), (23), (29) e (30) respectivamente, para
as equações (43) , (44) ,1 (49) , (50), (51) e (52), obtém-se
, 26
COS a  dw
1
£ 0 COS a  du1 L dÇ (53c)
gO B ” ■ ( u tga + w ) i (53d)
2  CLtg a 1
' - ■ ; _ 1 .
,(53e) 
:,'(53f)
' \  (53g)














3.1.^ OBTENÇAO DAS EQUAÇÕES DE EQUILÍBRIO.
A linearidade das tensões e deformações através da espessura 
da casca, faz com que seja conveniente substituir a consideração usual de ten­
são pela consideração de forças e momentos por unidade de comprimento. Isto se 
obtém Integrando as distribuições de tensões através da espessura da casca. E^ 
ta Integração também elimina as variações segundo ç. resultando, assim, um mo­
delo matemático bidimensional. Com esta substituição I necessário alterar a'd£ 
finição do elemento fundamental. De acordo com a definição anterior, sua espe^
sura é '' dç agora devído á Integração, o elemento passa a ter espessura h.
6 ' ' '
Neste elemento atuam somente as forças e momentos por unidade de comprimento \
pois o carregamento é somente de natureza térmica.
; As relações entre as forças e momentos por unidade de comprJ_
13' _
mento e as deformaçoes podem ser facilmente obtidas e sao dadas por
,, Eh .  ^ (e° + \)e° ) - Ehtxt (54a)
’ " ( 1 - v M  ’ ^
Eh , C e° + ve° V T.  EhaT (S4b)N s - ------ =—  . 2 1 — ---
2 ( 1 - v M  ; 1 - V
M, = D ( + VK® ) (5^c)
1 . 1 2 :
M, o D ( <0 + ^ ^0 ) . (5l,d)
2 , . 2 . 1
onde:
D = ........ =- (54e)
12( 1 - v M  V
As relações entre as forças e momentos por unidade de comprimento e as tensÕes
T = 0 (53h)
são obtidas da seguinte forma: da lél de Hool< se tem que:
E ( + ve® ) + ( (c + VK ) - ( 1 + V )aT (55a)
28
ciT
Das equações! CS^) se tirai
i - __
(1 - )0 ■ 0 c + ve i
1 2 Eh ;
0 0 C 1 “ V 1
2 11 Eh
 ^ Eha T 
"l ( I - V ) J
k ' + VK ■
1 2i









Substituindo! em (55a) ^ (55b) as quantidades dadas em (55c a 55f) vem
N. 12M.
à =17^ + — Ç1 -h u3
, N, 12M





a| - tensSo na d?reçio merfdional;
a - tensão na direção circunferencial;
2
“ força por unidade de comprimento segundo o meridiano;;
“ força por unidade de comprimento circunferencial ;
- momento por unidadejd.e comprimento no piano méridional.
~ momento por unidade de comprimento no piano circunferencial.
No restante do trabalho» omite-se a referência que as for^ 
ças e momentos ( N ^  N^ ', e ) sao por unidade de comprimento.
Na figura 8 , mostra-se a ação das forças, ficando também
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definida a orientação positiva de suas componentes. Da mesma forma, na figura 
g estão os momentos, e um momento positivo é definido como sendo aquele que 
produz^tração na superffcie externa da casca.
Através doprlncrpio de Hamilton chega-se às eqüações de e-
.... .....13 • ,  ^ _
quilfbrlo das cascas ^elásticas finas, que são;
8N.A. , 3 N _ A .  ^ : 8A. ^ 8A, Ã  Ã  
9N.-Ã- ; 9 N X  ■ 3Ã, M Xfl %
- Í F  ^  - à ^  * J T  ■ ' ã r  * * ^2 > " » (s?")
1 • ! ■ . !
9 Q /  9Q Ã, N. N
- i r  ^ t F  -  c 1 7  ^  4  > ■''’ '^2 - 7^ ,3^ 2 - »
I ■ I ' : r  ■ ' :
9M.A „ i 3 Ã M  „ 9A, n Ã  T
- 5 T  ^ ^ f  ã r  ' ' " ^ ã T  '
^ f ü A  ^ Hj . (5 Ã  Ã  , 0 (57e)9Ç : 90 9Ç ' 9 0  ^ f í ^.5/e/
’ Uma sexta equação è oBtlda do equilíbrio de momentos em re­
lação a normal do elemento considerado e tem a forma:
. 0 (57f)
2  ^  I i
Esta equação não é obtida pelo princípio de Hamlltõn devido ao fato de ser uma
I
identidade, considerando a simetria do tensor das tensões.
i Neste estudo, cfevido ã simetria axial da geometria e do car_,
regamento, as equações ide equilíbrio ficam simplificadas e são obtidas a se- 
gUlr. Da (57a), levando em consideração então, que N^2 ~ ^21 “ ® ® ® 
tência de carga externâ, = ^2 “ %  * obtém-se
^  ( N^ç ;) - N 2 = 0 ; (58)
/ ! .






FIg. 9 - Momentos Resultantes atuantes no Elemento Olferenclal.
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W  < «1 « ) - TiS = 0 <59)
Em (57d)> substituindo as quantidades que nela existem e, sabendo-se que 
= ~ resul ta
 ^ i ■ . -i ■ '■ ' X
As equações (57b e 57f) sio Identicamente nulas. Tem-seda equação (57c) que:
De (57e), obtém-se: Q- = 0
' . i ■ . ■ '■ "  1  ' '; 0 sistema constitufdo pelas equações diferenciais (58),(59)
e (60) nio pode ser dii-etamente resolyido para as forças e momentos, porque o
número de incógnitas, , N^, M., e excede o número de equações de equll|T^
brio. É conVeniente, para o problema em consideração, que se reduza aquele si£
tema de três equações diferenciais de primeira ordem num sistema de duas equa-
: ■ ; ' 13' ■ ■ - ■ ■ 'çoes diferericlals de segunda ordem . isto e feito a seguir. A primeira des-
i ■
tas equações pode ser pbtida da seguinte forma; leva-se nas equações (5^c) e
; , I i '
(5^d) ás quantidades dadas em (53f) é (53g) òbtendo-se
3 dvEh / cosa ''l j cosa \M, = ----- -— 5—  ( -j---+ v-r—  Xi ) (ola)
’ 12( 1 -v^ ) ^  V
dxí
(61b)
Substituindo (6la) e (61b) em (6o) e efetuando as simplificações possíveis ch£
ga-se ã primeira equação;
2
d Xi dx* Xi ; ,2
« - 4 " d r  ‘ r  = T T - « !  5d Ç Dcos a
A segunda delas èobtida como se segue. Da equação (53d)
ti ra-se
çLtga 0 w = ^  E U tgacosa 2




^  ^  (C Ltqa 0 \ _ 
dÇ dÇ cosa ^2
du
dt tga (62b)
Da (53c) se obtem o vaior de ^  , substltuindo em (62b), resulta
dç;.
dw _ ^  > gLtqa o \ _ Ltga o 
dÇ ~ dÇ cosa ^2 cosa (62c)
Tende si do éuposto que a càsca é elástica, pode-se empregar a lel de Hook ge­
neralizada obtendo-se para as deformações e° e e° as seguintes relações:
■ 1 2
Eh ( ", '^^2 î ) + a ( ç ) . T ( ç )  e (62d)
( N2 - vN^ !) + a ( Ç ) . T C ç  ) (62e)
onde o “parámetro ót ( ) . T ( Ç ) possul uma determinada distribuição. Subs­
tituindo e° e e° dados em (62d) e (62e)'em (62c) obtêm-se queí 
' 1 2
( N2 - vN^ ) + a( Ç ) . T( Ç )]} - N^- VN2 ) +
+ a ( Ç ) . T ( Ç ) 
Da equação (59) resulta
(62f)
(62g)
Este resultado serve também para eliminar da equação (58). Com efeito, tra­
zendo (62g) a (58) chega-se a
^  { N, . ç ) = ( d, . ç ) .
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Resolvendo esta, tem-sé
= —  + tga oü
! ■ í: . - . 
N| = F.| ( Ç ) + tga :Q^  , (62h)
(6 21)com Fj C Ç i = -ç » i
onde; C é utna constante de Integração que representa uma força no sentido me-
i ■ ' • ‘ 
ridlonal. ; • /
Subátl tuindo (62h)_ è (62g) em (62f), calculando as deriva­
das e já stmpl if tcandoj cfiega-^se I segunda das equações:




. 2 , 1tg a
tga dÇ L a (iÇ ) . T ( Ç )
( Ç )
tga (62 j)
Supóndo não haver forças normais externas segundo a dlreçio 
ío cônica da estrutura, tem-^se c 
ã constante ! C é nula»jEntio (62j) fica reduzida a
méridional na reglâ que F^ ( Ç. ) = 0 uma vez que
dÇ
Eh
tga  ^ dÇ (62k)
I Feito Isto, obteve-se a redução desejada, ficando agora â
região cônica B governada por um sistema de duas equações diferenciais de se­
gunda ordem,! constituído pelas equações (6lc) e (62k).
i . • ■ ' k ' , • ' . . ■
3.2 MODELO MATEMATICO DAS REGIÕES CILÍNDRICAS.
I ;
I A superfície de referência de uma casca cilíndrica clrcu-
lar, ê de révOluçio e portanto e válido o que foi feito para a parte cônica em
35
3*1‘I* As quantidades da primeira forma fundamental da superfície sio facilmen^ 
te determinadas a partir das expressões dadas anteriormente, tendo a se consi­
derar que os ralos dos paralelos são constante ao longo do comprimento da\as- 
ca* Seja £  o raio da superJJ&iè-de referência de uma casca cilíndrica circular
como mostra a figura 10,.
j  í  ■ ■  ' ■
I ; Das|equações (15)i (16), (17) e (l8) determina-se 
D = 1 ‘
F = 0
G => a^ ; I (63)
H = a í, que são as quantidades da primeira forma fundamental da superfí-
I
cie em consideração. Logo, um elemento de comprimento sobre a superfície de re 
ferência da casca, será dado de acordo com (I9) por
( ds )2 4 {  dC u  )|}2 + a ^ (  de )2 (6M
Conslderando;-se as; coordenadas como sendo Ç e 0  e fazendo a Identificação com
i ' 1 ■ 
a primeira forma fündamentar, tem-se
L_
(65)
As quantidades da segunda forma fundamental serão obtidas das equações (Zk) , 
(25) e (26), sabendo que =* a *=> cte.
Então,
I ■= 0: . . ■ : ■ ■
M = 0 (66)
N ã . a / .
Para os raios principais tem-^se que
(67)
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Assim, a atual comblnaçio de A ^  ^2 * ® ^2 superfície, já que
as condições de Gauss - Codazzl são satisfeitas.
3 .2 .1  RELAÇÕES ENTRE DESLOCAMENTOS E DEFORMAÇÕES.
As regiões clIíndricas, da mesma forma como a região côni­
ca, apresentam simetria axial de geometria e de carregamento, conseqüentemente 
todas as quantidades geométricas são Independentes da coordenada circunferen - 
clal 0. Então, das re;lações (43) > (44), (49) e (50) e tendo em vista a (65) ^ , 
obtem-se : I' ^
X 1 dw
1 ” L dÇ
X . = 0
2








K = 0 (68g)
2
T =  0  ( 6 8 l i )
3 .2 .2  OBTENÇAO DAS EQUAÇÕES DE EQUILÍBRIO.
0 procedimento é análogo ao para a região cônica.
As relações entre as forças e momentos e as tensões sio I-
dêntlcas is dadas em (sèá) e (56b). Substituindo em (57) òs valores de
1/R^ e I/R2 encontrados em (65) e (67), obtém-se o segulnté sistema de equa­
ções d I f erèfic Ta 1 s :
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dC ( N, a ) ■ 0
, ^  ( a, a ) = NjL (69)
; ^  ii-«i L
que governa âs YegiSes !cl1índricas.
ComO anteriormente, este sistema não pode ser resolvido di- 
retamente para as forças e momentos, porque o número de Incógnitas é maior que
o de equações. Faz-se a modificação deste sistema para um de duas eqüações di-^  
ferenclais de segunda órdem. A obtenção do mesmo é idêntica â reallzáda em 
3.1.4. De (68f) e (68g) em (5^c) e (5^d) tem-se
dÇ (70a)
(70b)
Estas equações, levadas na terceira das^equações (69) fornece a primeira equa­
ção do novo sistema, qUe é ,
d^X
D 1^ (70c)
Como para a região conIca, a obtenção da segunda equação é ma}s trabalhosa e 
pode ser obtida assim: de (68c) e (68d) tIra-se
du
dç (71a)
w « ae (7 1b)




w = li^ C N 2 - vNî I + aa C C i- . T C  Ç ). (71c)
Elîmlnando N2 e Nj , entre as duas prime!ras equações de equilíbrio (69)» encoin 
tra-se
( Q, â î (71d)
(71e) ,
/'
onde tem ò mesmó significado que em (621). Derivando (71c) em relação a Ç
vem
dw a d • / ». \ d
^ “ Ëh dÇ  ^ ^2 " L a( Ç ) . t( Ç ) (71f)
Substl tuindo ;em (71f) as èxpressSes de e N,| dadas em (7 1d) e (71e) chega-se
dw a d: r i  d + a a( ç ) . T( ç ) (71g)dç Eh dç *- L dç V '^ 1 ° / j ■ ° dç
Levando em consideração (68a) obtêm-sé a segunda das equações, na forma segulji 
te
dç
2 ( a ) I 2 Eh , d- L -  X, - LEh dÇ L a( C j  _v.X( g ) (71h)
Então, o sistema de equações que governa as partes cilíndricas A e C, apenas 
com modificações geométricas, é constituído pelas equações diferenciais de se 




CAPfTULO í» - SOLUÇÕES DOS MODELOS MATEMÁTICOS
• I •
! ; Senido O modelo matemático linear, várias formas de GoèofúeG
ções são possíveisi devido I validade do princípio de superposição.
' As jsoluções pesquisadas foram as seguintes:
a) Analisar, separadamente, os elementos da estrutura, somente superpondo 
o carrégamento, conforme I lustra a figura 11 .
b): Considerar a estrutura e o carregamento como a superposição de duas es-
; : , , : i , ■ ; ■ .
i truturas maTs simples, como Mustra a ftgura12.
c) Analisar a régtãõ; cônica Com condições de contorno liomogineas e super- 
; por aoiestado de jsolicitação determinado, os efeitos, dos carregamentos
de boráá, què nada maIs são do que os efeitos que cada regiãó transmité 
ãs adjacentes, cònforme figura 13.
Adota-se no trabalho a primeira solução. A superposição ^  
é abandonada por nãõ trazer nenhuma vantagem sobre a primeira, uma vez que da 
mesma forma que em £  recai-se na solução de dois sistemas de equações lineares 
para obtenção das cõnstantes de integração. Além disso, as variáveis são o re-
sultado da superposição dos problemás b.1 e b.2 .
Com a superposição £  pretende-se a determinação dos autov£
lores e autovetores do problema, uma vez que o operador diferencial do modelo
3
matemático, como pode ser verificado é auto-adjunto . Todavia, as condições 
de contornõ fazem o operador não Hermitiano, acarretando a não ortogona1ida.d e 
dos seus autovetores. A este fato, soma-se as dificuldades na obtenção dos au­
tovalores e autovetores que resultam das equações de Bessel , envolvendo dema­
siado tratamento algébrico. Este problema é normalmente levantado, empregando
^se o método das aproximações sucessivas para a obtenção dos prImetros autove-
7  ' , , . ^ '.... ... ...! ’ ■ .
tores . Porém, como é desejado a seqüência Infinita deles para formar uma b£
se do espaço de soluçãò do Modelo matemático, abandona-se este método. Desta■f. ■ ■ •'
4tí
i ■ i ■ ' ■1
. .... .( ‘ . ..
y
\ '
■ 1 ... ......  m  .
f  n  - -ir
\J ^ i
/
Fig* 10 Cásca ClÍfndrlca Circular.




Fig. 12 - Superposiçio de Estrutura e Carregamehtô.
Fig* 13 - Superpôs Içâò de Carregamento.,
/
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forma, justifIca-se a escolha feita Ihlcialmente.
4.1. SOLUÇAÓ DO SISTEMA DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DA REGIÁO CONICAí
- Abaixo tráhscreve-se o sistema obtido em (61c) e (62k) onde
faz-se “ X
r á!x. - X ^ _ j y L _  ( n r )
dÇ T Dcos a
(72a)
: dE





sistema (72) hotá-se qué a parte não homogênea ê dada pelo parir
^ [ “ < 5 ) • T( Ç )] í
sendo ele, portanto o controlador da distribuição de tensões na região cônica 
da estrutura. IdentIfIca-Se o sisteraa (72) como sendo um sistema de equações 
diferenciais ordinárias de segunda ordem, linear e não homogêneo. Logo, a solij 
ção geral deste sistema pode ser obtida pela determinação da solução particu­
lar e da homogênea separadamente. A solução geral ê obtida pela superposição 
dessas duas, Isto ê,
onde:
V - representa a solução geral;
“ representa a solução homogênea; 
vP -representa a solução particular.
A solução particular leva em conta os termos do carregamen­
to enquanto que a homogênea refere-se is condições de contorno, pois esta traz
i solução geral as constantes de Integração a serem determinadas através das
/
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condições de contorno. Desta forma, todas as variáveis da casca sio resultan­
tes da soma da parèela íhomoginea â particular. Assim, tem-se:
h p 




4. 1 J  . OBTENÇAÒ DÁ SOLUÇÃO PARTICULAR DO MODELO MATEMAT I CO.








d r  dy2 '






y dy 2Dcos ôt
(77a)







A solução particular do sistema (77) pode ser encontrada,
16
fazendo-se uso do fato de que a funçio de Bessel de primeira espécie e segurí 
da ordem, J2 ( Xr^ y é solução da següinte equaçio diferencial:




^  ^2  ^  ^ 7  ^   ^^n " A   ^ '^2  ^^n^  ^ °
‘ i ■ ■
! Pára efeito de determinação da solução particular, considere
-se a regiãó i cÔnIca a partir de seU vértice e, conseqlíentemente, a variável
 ^  ^ ■ ' ! ’ _ - V
Independente, y , nesta' região varia entre zero e 1, isto é, 0 _< y <_ 1. 0 ter­
mo não homogêneo e!í),-(72l7"^ é suposto pertencer ao espaço das funções seccionaj_ 
mente contfniias em ^0,1 l] * Sabe-se que as funções de Bessel de primeira esp£ 
cie ( Xj^y:), k * 2, 3... com p ^ 0  e onde são os zeros
positivos de'j ( y ) = 0, formam uma^base para o espaço das funções seccionaj_
)  P i  . '
fnente contínuas em 0,; 1 Então toda função pertencente a este espaço pode
' 14 ' ^•Ser escrita Univocamente na forma
,[ • - •
!OO
f ( y ) “Î Z ' ^ n  '^ D ^n^ ^ ^
1 , . ‘
n=i
i , ■ -í • , 
onde a sêrtejconvergé na mêdta para f em C 0, 1 ) e o coeficiente de Fouríef
é dado por
C “ -----— ---- ^  f  y ( X y )ydy (80)
. ( V t ‘ v »  /
Assim o parâmetro controlador da distrtbulção de tensões na casca pode ser ex- 
igntl4^e-em-Uma série de Fourier - Bessel. Por conveniência, expande-se esse p£ 
rámetro ém uma série das funções de Bessel de primeira espécie e segunda ordem 
'^ 2  ^^  n'^  acordo com (79) e (80) , pode-se escrever que
f ( 5 ) - 5 ^  [ a (  í ).T( ç )] J ( X y ) . (81)
■ ^ ' .n=i .
onde




Suponha agora que as funções e possam também ser e><
-pafiïïtias--em~sér^les--anáiogas_.à_jax»-terIor-,-da seguinte forma:





sendo A e B coeficientes arbitrarlos a determinar. Para Isto, substitua - se n n







\ \ , ■ i ' , 
para a primeira delas e; para à segunda:
(85a)
, * [ n î V 2  i V i  >] * 7 3 7  [ r V 2  ( ^V.)j ^ x„y ) .
dy n = i i W  J y ^
4Eh (85b)
tg a r»=x n = x
Rearranjândo as equações (85a) e (85b), vem:
{
.2
J  2n = i dy
1 d
y dy L'*2 < V  > J, ( X V  )}2 “2 ' n
kl‘
Dcos a h = i
(85c)
.2
A. {*___  n J 2n=i dy J2 <; ) y dy ■'2 < V  > I - < >-y »'
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06
'" " 7 ^ 1 1 ^ 2  ' V  > ’ t í j I I v 2 < )tg a >i = ( I
(85d)
MSI
Levando em cònslderação; a equação (78) em (85c) e (85d), obtém-se
• I
i  ■ .  ! •
- I l v k ' V  >! “Z
t»L^ A
hesi nssi Dcos a
(85e)
Z I  v k  >;>I
ítÉh BC ^ +  a„ ) J, ( X V  )tga , tga n (S5f)n=i i jr h»r
í . 1' '
Para haver a I Igualdade das sêHes em (85e) e (8Sf) é necessário e suficiente
que os coeflélântes dâs| funções de Bessel sejam Iguais para cada valor de n
í  . '  i  . .
Logo, deve-sé ter, ,de (fl5e), í^ ue ' I
- B ; X^ n n -i- ADcos a
V
(85g)
e de C85f) ,
A X2 '»Eh 
n n
B
. ( + a ) tga tga n
(85h)
0 sistema constituído pelas equações (85g) e (8Sh) pode ser





A = itííl !ü ( 1 -





li ' ir (87)
, a s a u . ^ j i i r 4 u  , 1




Tem-se a determinar ainda, os coeficientes a^ . Com esta finalidade é que se 
adota o seguinte procedimento» Das equações (70c) e (71h), observa-se que o 
parâmetro controlador da dlstrlbutçlo de tensòès nas regloes clíTndrlcas pos­
sui a seguinte forma; !
dç L «( K ) . T( C ): (89)
Pof“ oütro lado, o da parte cônica é dado conforme (81). Examinando (8l) e (89)
está presente nas duas. Logo, conlieéi-vê-se que o fator ^
dÇ
da a di strlbulçio de , conhèce-se também as dlstrlbui-
á( Ç ) . T( Ç )
[c<( Ç ) . T( Ç ) 
çôes dos parâmetros. ' :
• I ; . 1
; , . ; 1
j Como; é suposto qUe nas partes c11Tndricas os coeflei entes dd
dllatação térmica e a temperatura são constantes, muito embora possam ser dlf£
i : ■ _ ' —  rentes, conclui-se que nestas regiões a funçao ^
dÇ é nula .
Todavia, na região cônlta, como a e T podem ter variações axiais, aquela fün- 
ção tem uma certa distribuição que é determinada pela otimização dàs tensões
através da região de transição. Então, o fator d_ ^ y tem a seguinte va“ 
riação;
dÇ L
em Ç < R /R
d C
em R /R < Ç < 1d C (90)
0
g( ç )
0 em 1 < Ç
Tendo em consideração o significado fTsico da função g( Ç ) 
pode-se afirmar que se ela não for continua será seccional mente contínua. Sabe
-se què toda função secciohalmente contínua pode ser desenvolvida através de
íi. 8
uma série de Heaviside . Para o desenvolvimento do trabalho, expandfe-se g(ç) 
em uma série destas funções, obtendo-se
g ( ç ) = 6^ H ( ç - ç ^ ) (91)
ondè H ( Ç - ), é a funçãò de grau unitário definida por
0   ç <
1 —  Ç >
(92)
Suponha a distribuição mostrada na figura 14 para a função g ( Ç ) 
onde para m;aior facilidade, as funções de Heaviside foram i gual­
mente espaçadas no intervalo de atuação. A figura 14 também m o s ­
tra a função dada etri (9 0), uma vez que esta coincide no intervalo
I • ^
correspondente ã região cSnicà B com a funçãò g (ç).
I . 1 . ■
Seguindo o procedimento adotado para a obtenção da 
solução particular do sistema (77)» anallsa-se aqui a parte c ô n i ­
ca, embora 'o intereise seja para faixas que não contenham o v é r t i ­
ce» resultando daT uma região tronco - c ô n i c a . A solução particu- 
lar do sistema (77);só sérá u t í 1Izada no intervalo R /R < ç < 1.
■  i  ' V  ®  * -  . ■
Desta forma, observando (8l)» a função controladora da d i s t r i b u i ­
ção de tensões na região cônica fí ca ass ím def í ni d a :
. (f ( Ç ) ■= Çg ( Ç ; ) em R /R^ < Ç < 1 (93)9 C
Da (93) se tem que, além de ser seccI ona 1mente contínua» f( Ç ) e £
tá no intervalo ( 0» 1 ) podendo» então, ser expandida em uma s é ­
rie de Fourier - Bessel pelos motivos jâ expostos e é o que se faz
a seguir. Observando a mudança de varlã\Ael, y = /~T » os c o e f i ­
cientes da série são dados, conforme (82), por
^ W-í .















.C M  rpc!r.íçá C
k - N - 1







’" *  A / S
y^ Ü2( A^y ) dy
10Â integral que aparece êm (95) pode ser assIm resolvida : seja
!






Fazendo a mudança de variável
(97)
t e: y. 
e u t M  I zando
1
a propriedade expressa por (97) em (96) obtêm^^se
dt t"* J,( t )
Então:
(98)
Substituindo (98) êm (95), vem
N-l
^n
A. ) “ )^ A * C  )3 n ^ k (99)
Com Isto a solução particular de (77) ficou determinada. Substituindo (99) em










= - 2 tga
M = l K = |
com y = J~% ; onde defIne-se:
X D C , 3, J-( X y ) . n n 1 n,k k 2 n' (101)
n L, 3 n .
(102)
(103)
Íí.1.2. OBTEhiçAO DA SOLÜÇAO HOMOGÊNEA DO MODELO MATEMATICO.





onde L { ) é o operador diferencial dádo por:
(lOlic)
Aplicando novamente o operador L dado em ClO^ tc) na equação (lO^íb), resulta:
L ( SVC x ” l i = — y -  L C qJ Ç ) (ÍOífd)
Dcos a
UtMtzando a èquaçSó (104a) na equação ClO^ td) e tendo em consideração (88) , 
chega-se a
L ( L  C x "  ) ) = “ M ^ X "  ' ,(105)
A equação (>í05’) póde ser desmembrada em duas equações de segunda ordemé Para
' «.U. V I (,Uu / t i l . ' .
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tsto, supon&a-^se que a soluçào cfesta equação também satisfaça esta:
£ ( X^ “ 0 , (106a)
onde X é um parimetro constante a determTnar; ApUcando em Üo6al o operador 
dado em (I04c), i:emr$e
£ Í D ( X^ î ) - X^ L C x M  = x S * "  (106b)
- SubAtfwTndo este resultado em' Ü05l o&têmr-se
 ^ .. ‘ ' ■ : /
( X^ + Pg ) = Ó I (106c)
Dé (106c), concluf-^se qüe, comp nio înteressa a solução trivial x = 0, o ter­
mo entre parëntesés dev’é ser nu1o> flcando determinado o paramètre X, que poi 
de ser:
e
Z 2X ^2 ). 'Vg i o'J fazendo
C Xj = ÍVig ' (106d)
onde é a unidade Imaginária, } = e a Barra sobre o símbolo Indica o com
plexo conjugado. Quando Isto é satisfeito, a equação (105) pode ser reduzida 
ao par de equações:
X  ( ) + X^ x*^ = 0 , e (I06e)
( X^ ) + X^ x^= 0 (I06f)
Cada uma das equações (106e) e (106f) terá duas soluções complexas linearmen­
te Independentes e a solução de uma delas r.é o complexa conjugada da outra'^^. 
Sejam as soluções de (106e) dadas por
:' ■ ■■ ( V ■ ■
■ í .  I '
I , i ' I
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xf - s, - ISj e - S, - IS4'2 '3 (106g)
onde:
Sj , ji =■ 1 j 2, 3* 4 sào funções realâ. 
Então as soluçoes da (106f) sãó:
h  ^ ■ t ^
»3 =■ S  * '^2 " X ,
x5 =■ 53 + tS^ = Xj I
Portanto, a so1ução homogenea completa de (105) serl obtida pela combinação 1J_ 
near das soluçòes (Í06g), e (106h), sendo entSo
h! h
X r *=2 X2 ’'1 *^ 2 *2
ondetíjí
I
i C| siio constantes complexas 'ar&ftrlrfas.
Sejam ’ i •
A, ;flA Aj + lA^
C, . — 5----  e Cj - — ^----  ,
onde:
Aj sio constantes reais arbítrlrlas. 




= A, S, + A^ S2 + A^ S^ + A^ S^ (109)
Observa-se na equação (IO9) que todas sUas quantidades sio reais. Para a dete£ 





De Ü 09I. e ÜJOl, o&serva-se que &asta obter a solução de uma das equações 
(jpóel ou (lOéfl para sé ter a solução desejada.
-- Consídere-^se a equação (106f) * que toma o aspecto:
2
(111)
A fim dé trazer esta eqüaçio para uma fòrmá mais conveniente* faz-se a seguin­
te transformação de variável Independente
z ^ M^y






A equação (11!3) pode ser trazida para a forma de uma equação de Bessel através
de Uma nova mudança de Variável Independente
■ ' I ;
t / T  z, , j  ■ f  "  
resultando com Isto a equação:
^2 d^ h ^  f 1 , h 
t — y  X + t ( t + i» 1 X
dt^
01 Íí)
Esta se Identificaçpm (jma equação de Bessel modificada, cuja solução geral ,
como se sabe, tem como base as funções de Bessel modificada de primeira e se-
L • -
gunda espécie, de segunda ordem, respectivamente Í2 (t) e K2 (t). Logo, as sol£
• 1 / 9  1/9
ções desta equação são iCòmb. ' 1 Inealres de ^  (l 2 ) -e l<2 (^  • z)*Com Isto
em vista, e sabendo^*^ ainda que





ber^i + Ibel^z »  ^ » (115c)
KehjZ + ÍKeÍ2Z = 1 ^ K2( l^^^z )
onde:
3/2ber^z '^ -ë a parte real da funçãt) de Begsel , 1 2 ) 1
' > O y2
bel^z ^ é a parte Ittiaglnlrla da funçio J^C 1 z );
j . ^2 ] /2 
Ker2Z ^ él a parte real da função de Bessel, I K2 C l z );
- - "2 1/2 Kel2Z - é a parte iitiaglnlrla da função , 1 K2 ( 1 z ).










Substituindo as funções Sj , expressas por (116) em (109) é (IIO), obtêm  ^ se 
para a rotação axíal
= Aj ber2 ( bel2 ( P^y ) + A^ Ker2 ( ) + A^  ^ KeÍ2( ^
(117)
e para a força cortante
r U. I Cl i I I it.i ■ i ; i .




“ ^3 Keijí V  ) J *
onde:
R
/ < í  < I.
c ' , . ■
i • ! ■
i As equações (117) e (118) são a solução homogênea do slst£ 
ma (77). ;
I
4.2. SOLUÇAO; DO MODELO MATEMATICO DAS REGIÕES CILÍNDRICAS. /
I Deviclo às características do carregamento e o fato de seter
0 coeficlente de expansão térmica e a temperatura constantes nas regiões A e C
I ' . . '
dá estrutura,! o sistema de equações diferenciais expresso pelas (70ç) e (71h)
li '  ^torna“se homogêneo.; Entao a solução do sistema é dada pela solução homogênea,
1 sto e, i . ' i ji ; . ■ ■ '
! ■ -i i ,  ^  ^ '
^ X “ X^ l e q | = . (119)
0 sistema, coin aqUelas èuposições fIcóU sendo:
2 2
^  » Q< -r (Í20a)
(120b)
dÇ a
Apesar de não aparecer nenhum termo que seja função da temperatura ou do coefj^ 
ciente de expansão térmica, os seus eféltos estão nas outras variáveis das ca^ 
cas7“cornü“Wr'ÍèT"v“lsTõ adlariTeT"
Para a solução do sistema (120), defIne-se o seguinte oper£ 
dor diferencial linear:
L i ) «  ^ ^ 1 1  (120c)
■ d ■ ■ ...
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j Apl'rcando o operador dado por (120c) em (120a) e considerando (l20b) chega - se 
faciImente a ’
£ ( L C X ) ) + X  ■= 0 , (120d)
onde: . •
— Í» - 'y - é uma constante dacasca, dada por
/ 12 C 1 ^ ) M
V ^  ^ ^  L . (120e)
. a fi
;  ^ /
sendo: |
a ^praio da superffcie ci 1 Tndrica de referencia.
A equação (I20d) Identîfica-se com a equação (105) e, devt-
do as características dos operadores serenl análogas, a solução desta equaçao
■ ! ' l'  ^  ^ ' ■' <
pode ser apresentáda naqUela!forma. Assim, a rotação pode ser expressa por
I • |i ’ ' ^
X.“ S^ l + Bjj $2 +;;B^  S3 + ■ (121)
e a força cortante porjj V
_2
Ql = - ^  ( Bjj “ ^3 5 2 + ^2 S3 - B^  ) , (122)
onde:
Bj - são constantes de Integração a determinar;
S| - são funçõeè reais.
Para obtenção dos Sj , tomou*se dõ desmembramento realizado, á seguinte equa­
ção:
2
^  " iiïS = 0 (123a)
d r
A fim de colocar (I23a) numa forma mais conveniente, foi feltô
59
obtendo't'se em (123a)
2 I y X = 0 (123c)
13
Adota-se, para soluclonaf a equação Cli23c) o segülnte procedfmento , Suponha 
soluçoes da forma
Cl23d)X i» c Exp 
onde:
c k ■ç sit) constantes,
Quando Ü23di I suBgtftu?da em Cl23ci e, devido ao fato de que não Interessa 
a soluçio trtVital, oBtëm-se pela fSrroula de Moivre que a constante k deve ser
k ^ /ZT = - y (; 1 - I ) (123e)




-vC 1 - I )ç ^ e ^ ( cosyÇ + IsenyÇ ) (I23f)
ü( 1 - I )Ç _ jiKtX2 “ - iSij a a cosyÇ - îsenyç )
fornecendo:
(123g)
S^ = e ^^cosyÇ
S3 “ e^^cosyÇ 
Si « e'^^senyÇ
(I23h)
Levando (l23h) em (121) e (122) encontra-se a solução desejada na forma:
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= cosyÇ - B^ sénuÇ ) + ( B^ cosyÇ + B^ senyÇ ) (124)
para a rotaçao e
2 D
Qj - Zy ^2 e ^^ ( cosyÇ + B^ senpÇ ) +
+ ( B. cospÇ -; B. sênyÇ ) (125)
para a força cortante.
:4>lTfT^S0L-UçÀ0-EARA.A_ REGIÃO^CI-LÍNDRI CA A. ^
i  Como a reglio cilfndrica A da estrutura foi considerada uma
casca semi-infinita, a solução apresentada em (124) e (125) sofre algumas alte
i • ,
rações* ' 1 '
A origem dp sistema de coordenadas de toda a estrutura fi­
cou no ponto ònde seria o vértice do cone, conforme a figura 1 5 .
A constante da casca para esta reglio, y , é obtidâ de
! ;
(12 3b), observando que ;
' i ■ i : 
a = R K . ! !;
Logoj
onde coloca-se em destaque, propositadamente, ás relações L/R e L/R, . Sendoa n
a casca seml-lnfinltà, conforme figura 15 , os primeiros termos do lado direi­
to das equações (124) e (125) , tornam-se Infinitos quando Ç -í- - «> . Como na r^ 
alidade x e Q.^ são nulos nessa regiãò, conclul-se que os coeficientes daqueles 
termos devem ser nulos. Com Isto tem-se
'X^ e ( Bj cosy^Ç + B^ seny^Ç ) , ^^2 7)
® 2 D V
0^ =^  2y^ ^  é ( B2,.cosygÇ - B^ seny^Ç ) , Ç < \ / \ \ >  (Í28)
que sio respectivamente as expressões da rotaçao e da força cortante segundo
U V. CX C
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a ge^atr^2 da superficie cMfndricada' regiio A.
/
4.2.2. SOLUÇAO PARA A REGlAO CILÍNDRrCA C
Q. •
Da mesma forma qje para a.regiio A, considera-se a parte C 
como uma casca cîl^ndr^ca sem^’^ '^nfinita, A figura 16 mostra a sua geometria.
A constante,; agora é ;
(129)
/
A soluçio para a regiio C, considerando que qUando Ç --- > * a rotaçio x e a
forçâ cortante sio nulas, conclul-se que nas equações (124) e (125) se deve 
teTj_.B|-* B2 =• 0* Entió, à soluçito fica:
X =■ e ( D^ cosy^Ç - D^  ^ seny^Ç ) (130)
para a rotaçio e
0 n r ' V ^  '
^1 “ 2vi^  rj e' J ( D^ cosu^Ç + D3 seny^Ç ) (1 3 1)












Fig. 16 “ Geonietria da Regiio CilTndrica C
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CAPFTULO 5 * SOLICITAÇÕES E DESLOCAMENTOS DA ESTRUTURA
Por conveniência se adImenslonaIIza todas as variáveis da
estrutura. Considerando que as solicitações foram definidas por unidade de com
primento, os fatores adimensionalizantes são Eh para as forças por unidade de
2comprimento e Eh para os momentos por unidade de comprimento. As tensões pro­
priamente ditas são adImensionalIzadas dIvidIndo-as por E, sendo E o módulo 
de elasticidade longitudinal do material e h a  espessura da estrutura, ambos 
constantes ao longo dela.
5.1. EQUAÇÕES DAS SOLICITAÇÕES E DESLOCAMENTOS NA REGlAO CÕNlCA.
5*1.1. Equação da rotação |
i ' - ,
i  '  jSuBstituIndo em (73) as expressões encontradas em (101) e
(109) para e » résulta
X » A^ ber^Cy^Y ) + 1^ 2  ^ ^b^  ^ *^^'2  ^ ’^ b^ ^
0 0  M->
J 2  í ) (^32)
I — I
5.1 .2 . EQUAÇAO DA FORÇA CORTANTE.
Adimensionalizando; (7^)> conforme foi dito acima, Vem:
Q,. a? Q? ■ /
Eh " Eh Eh
Trazendo para esta equação as expressões de e , dadas por (II8) e (100), 
respectivamente, e após manipulações algébricas, encontra-se:
2 2
''b “ , h ,2 ) r
Eh itSÍ 1 - ) '■ y2 L 2
( -  ) —  A, ber^ ( y^Y ) - A^ bei^ ( W^Y ) +
0 0
\  ) - A, Kel^ ( H  Ü  < “n '
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(133)
5 .1 .3 . EQUAÇÃO DOS MOMENTOS M, e M,-N I Z
Com a mudança de variável, y = / T  as equações (61a) e
(6lb) ficam
(134a)
y y 2 dy (134b)
Adimensionalizando (134a) e (134B), vem
M 1 ^ cosa_____ _
Eh^ 12 ( 1 - ) :
(134c)
) . (i34d)
Eh^ 12 ( 1 - v^) •- V y 2 dy
Necessita-se, ainda da derivada, em relação a y, da rotação, que calculando 
da (13 2) resulta
^  = A^  ber^ ( bei^ ( ^^y ) + Ker^ ( Vj^y ) + Aj^  Kei^ ( y^y) -
ee>
-2y ^ ^n,k^k (13i*e)
n=l^ - 1 ^  " " "
onde a "linha" representa derivada em relação y. Substituindo (I34e) em (l34c)
e (I34d), obtém-se para os momentos as seguintéT eqüãçõe
M
J j  „ £2S°S------  ( ^  ) i  { 1  Ta ber' ( y y ) + A bei ' ( y y ) +
Eh 2  ^ 2  ( 1 - ) ^ y 2  L 1 2  b 2  2  b
Jtd
+ A3 Ker^ ( Vj^ y ) + A^ Kei^ ( y^y ) “ 2 y ^ tga ^  ^
n = i ic*( n n
/
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V C 3,. Jl C X y în,k^k 2 n'^ J y L 1 2 b
oo N - 1
A, ber, (y^y ) + A^ bei^ ( ) +
+ A^ Kef, C y^y ) ’* 2 tga U L
nri k:;l
D ,, 3,^ ( X V ) }
(135)
para o momento meridional e
M2 cosa
Eh^ 12 ( 1 - v M  '■ '' ''2 r  > 7  ‘ 7  [''l '’" ' 2  < l'b'' > ■" *2 '=®'2 < “b'' > ■"
O D N “ 1
+ A^ Ker2 ( y^y ) + A^  ^ Kel2 ( M^y ) - 2 y^ tga ) X D . n n
N- 1
+ A^ Ker^ ( y^ y^ ) + A^ ) " 2 y^ tga ^  ^  X^ Dn .
nrrl kz 1
para o momento circunferencial.
5.1.4. EQUAÇAO DA FORÇA
De (62h) tem-se que
= tga




Substituindo na equação (137a), Q^/Eh dado por (133), encontra-se
(137a)
2y^  ^ sen2a
Eh 96 ( 1 - v" )
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oo N - 1
+ Ker^ ( ). - Aj Keij ( «jV ) ] + %  2 Z  X I  “n '
y n=l krl
• 'n,k  ^V   ^ • í^37b)
5.1.5(EQUAÇA0 DA FORÇA N^
^  De (62g), considerando a mudança de variãvei y = , tem 
-se j á  na forma adimensional, a força na direção circunferencial -dada por
/
^2 1 j 0.1 • Ç
Íh • '30 2 7  d? < ÊiT- > <’38a)
Calculando de (133)> a derivada e substituindo o resultado em (138a), obtém-se
- . ■ ■ . ' 1
i
2
N y sen2a h ? i r
ih " TZTT":— T T   ^ r   ^ V [^2 ^ ^ ''z   ^  ^ ^  ^192 ( 1 - V )
c o N - 1
k \ ---  A
. A^ Ker - ( ,^y ) - A Kei • C P^V > ] " 7  2 Z 1 -  V n . k  .
nr 1 k= 1
.6,, ( ) (138b)
5.1.6.' EQUAÇOES DOS DESLOCAMENTOS.
l ■
É de interesse para aplicação das condições de contorno, o 
deslocamento radia 1, 6*^ . Este deslocamento pode ser dado assim
= R^e°. .......  (139a)
” ■ o -■ - -Expressando funçao das tensões resultantes da lei de Hooke;ei^j a substi­
tuindo em (139a), vem
b L Eh Th
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Su&st ^ tu ^ ndo em 039.ÈiI, N^ .j,/Etí e N^/EEl dados por (J37B) e (138b), respecti vamen_ 
te, e, tendo em vista Cl4), determína-^se a equaçio do deslocamento radial na 
região cônica, que fíca:
K h 9 1 rô = ÇLtga {------------ ^  ( ^  ) -  A ( ber^y y - —  ber y y) -
19 2( 1 - v^) L y L. / z D y z d




Ajt ■ f  ^]* 7 L Z  S I  *n “n '^n.A '
n r  1 K r  1
(139c)
5 .2 - EQUAÇÕES DAS SOLICITAÇÕES E DESLOCAMENTOS NA REGlAO CILÍNDRICA A i
5.2 .1 . EQUAÇÃO DO MOMENTO M^
Calculando a derivada de (127) em relação a , substl tuin_ 
do o resultado em (70a) e (70b) e as adtmensionallzando, obtém-se o momento me 
r id iona1 na forma. ,
V>,£ r-
Eh 12( 1 - V 1
B, ( cosy £ ^ seny E ) + JB ( xosy £ +
J a 3 Z  o
+ seny Ç ) , Ó40)3






5 .2 ,2 . EQUAÇÕES DAS FORÇAS-Npe N2- '
Da (71e) se tem para a força meridional, que
(IW)
i68
onde C é uma constante de integraçio que será determinada mais tarde das con-
3
dições de contorno, A força circunferencia 1 já na forma adimensiona1izada , é 
obtida derivando (128) em relaçio a e substituindo o resultado na equaçio 
(71d). Disto resulta
^0 R . o V A
® o ( I /, V I 1 6
6( 1 - ) •- •-
- B. ( cosM Ç + seny Ç )
I 3 3
B,C cosy^Ç - sehy^Ç ) -Z . a . 3
5.2,3. EQUAÇÃO DO DESLOCAMENTO RADIAL*
Da mesma forma que em (139b), tem-se agora que o desloca­
mento radial na regiio A é:
' N, N.
ô^ = R ( - ^ - v 4 + a , T )  (144a)a Ein . Eh a a
Substituindo nesta expressio as equações (142) e (143), chega-se a
--- ^-(-Y-^-)--( -p )2 e ^ r ® 9( cosy Ç - seny C ) -a ^( 1  ^ ^2) L L L 2 a a
- B.( cosy Ç + seny Ç ) .I 3 3 - V + a T } (l44b)E n 3 3
5.5: EQUAÇÕES DAS SOLICITAÇÕES E DESLOCAMENTOS NA REGIÃO CILÍNDRICA C.
A rotação meridional e a forç'a cortante sio dadas pelas é- 
quaçõés (130) e'" (131) . As d emais variáveis sio obtidas como no item 5-2 ,
5.3.1. EQUAÇÕES DOS MOMENTOS M^ e M^




Eh 12( 1 - v M
D,( cosy Ç + seny Ç ) + j c c
+ D^ i^ cosy^ç - seny^Ç )
Mz
:---TT = V --;
Eh" Eh"
que são, respectivamente, as equações para o momento meridional e 
rencial, na região ci1índrica C .
CH6)
ci rcunfe-
5.3.2. EQUAÇÕES DAS FORÇAS e
Na parte C da estrutura conforme (71e), a força normal sei
í
gundo as geratrizes, é
-, : .^...r"....  (]í<7)
»
em que representa uma constante de integração que será determinada poste­
riormente. Derivando (131) em relação a Ç e, substituindo o resultado em (71d)^ 
obtém-se
2. b / C x / h v Z  b
Êh ■ 7 7 1 — r r  < — > < L > V6{ 1 - V )
D^( cosy^Ç - seny^Ç ) -
- D,( cosy Ç + seny Ç ) , (1^8)T c c . .
que é a força normal na direção circunferencial.
5 .3 .3 . EQUAÇAO DO DESLOCAMENTO RADIAL.
Em (1 3 9 b), considerando que nesta região Rq “ » tem-se
■ - / c ’ • •




6C 1 - L
D ( cosij ÇJ C seny^Ç ) '
r C cosM^Ç + seny^ç 1 V ?ïï'+ • '^ r >En c . c





ÇAPjTU DETERMINAÇÃO DAS CONSTANTES DE ^
INTEGRAÇÃO
rIs
6.j. CONDIÇÕES DE CONTORNO.
A análise da estrutura, realizada no Capítulo 4, envolve 10 
constantes arBitrárias. Portanto, sao necessarias dez condiçoes para determi­
ná-las. 0 procedimento adotado é o que segue.
Separasse a estrutura nas duas Junções entre as cascas, de_i_ 
xando-as se deformarem li veemente sob ação da " carga térmica " conforme a fi­
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V
gurai? . Os deslocamentos e as rotações das peças nào sao, respectivamente, i-
13guars nas junções liberadas . A fim de restaurar a continuidade da estrutura, 
introduz-se reações Internas, que sao as solicitações que cada região tran_s 
mite â adjacente através da junta. Tais reações são simbolizadas por M^ ® 
em cada,junção, como mostra a figura 18. Aqui, n = a, b, c identifica a casca
e m = 1, 2 identifica a borda em que atuam o momento ou a força cortante.
Supõe-se também que nas junções não foram aplicadas solici­
tações externas. Então, sejam as condições desequilíbrio da junção I:
M^ = Ü50a)
^2 " S  ; (150b)
e da junção II:
M^ = M^ (150c)
0.2 . =  ' (I50d)
Por outro lado, a condição de continuidade da estrutura requer a continuidade 
das deflexões e rotações através da junção. Logo, na junção I deve-se ter
«2 = O50e)
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Fig. 17 ■ Separação da Estrutura.
II
\
Fig. 18 - Reações de Descontinuidade.
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^2 = Xl (I50f)
e na I I
«2 - «í <'50g)
X2 xí ' (150h)
Continuando a fazer a análise isolada de cada parte da estrutura, e,cpnsideran_ 
do o procedimento adotado, chega-se as condições de contorno de cada uma de­
las. Na região cônica B da estrutura, observando a figura 18, tem-se as seguin_ 
tes condições:
I
a) em Ç = Ra/Rc
= aJ (1 5 1a)
" , - « r (1 5 1b)^
í:





Para a região cilíndrica A, observando a figura 18, encontra-se que, para Ç 
= Ra/Rc, deve-se ter
■Q^ = Q^cosa (I5 1e)
N] = - Q^sena (I51g)
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Finalmente na região cilíndrica C, deve-se ter em Ç = 1:
= Q^^cosa ( 1 5 1  h) ; ^ (151 i)
e
_=-Q^sena ^  _________  (151 j)
As dez condições expressas pelas equações (151). permitem a determinação das 
dez constantes provenientes da solução das equações que governam o comporta­
mento da estrutura.
6.2. DETERMINAÇÃO DAS CONSTANTES
Das equações (I51g) e (151j), determina-se diretamente as 
constantes C^ ® em vista as equações (1^2) e (1^7), respectivamente .j
Estas constantes ficaram sendo dadas por
C^ = - assena ■ -.............  (152)
C^ = - assena (153)
\
As demais constantes são determinadas de modo análogo ao método dos coeficien- 
13 2tes de influencia, ' como se segue.
A pa rt i r das condi ções de conti nu i dade e equilíbrio, (150),' 
determina-se .as reações de descontinuidade das regiões cilíndricas apõs terem 
sido determinadas as da região conica. Para isto, utilIza-se, condiçoes de corr 
torno da região cônica, (I5 1 a) e (151b), para encontrar as constantes de inte­
gração desta região, A^ , A^ , A^ e A^ , em funçãodas reações de desconti­
nuidade que ali atuam, _b ^b |^.b A seguir, emprega-se as
’ 1 ® 2 '
condições de equiIfbrio e continuidade da estrutura, para obter estas reações 
em função dos termos do carregamento.




2 2y cos a , ,_b-------  ( h )2 ( R£ )
48( 1 - ^
n^i = Pj^  Ra/Rc,
encon t ra-se
-A^ V| bel^ ber^ " ^3 ^^ Kei^ Ker^ =
^ b  CO N-1
• ef - -flr ( w  > 1 1  Z I  “„ <=„,k \  ■'2 < ^
nzi k-^
Substituindo (151b) em (135) e definindo
cosa / h  ^ ^  1 .^ ,. s
— 2 I V  Ra ’ (1 5 5a)
3 i2( 1 - v M  ^
resu1ta
V, _______ V-
( j- ber^ n,, + v ^ v / T r / ^  ber^ n^)+ A^C bei^ + V3V/ R^-Z^g •
V. _____  V-
. bei^ n^ ) + A3 ( Y~ Ker^ + V3V »'^~R~Ãg Ker^ Ker^ +
*”  N-1
+ v.v /  R /R Ke i- n, ) = — ^- + V tga . ^  \  D C ,3. .3 c a  2 1 ^,2 3 b  ^ Z ___ _Z ___  n n n,k k
nr1 krl
J ’ ( / R /R ) + 2v/ R /R . J- ( À / R /R ) 
2 n a c  c a  2 n " a c (1 55b)
Impondo as condições de contorno na borda maior da regiio cônica, isto é, Vub_s
tituindo primeiramente (l5J.c).em~(l33) e, definindo-se
"2" 2' ' ■
, y b “ h 2V ^  ( h )2
^  4 8 (  1 -  v M  ^  1
/ ' \/ • • '
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obtém-se
-A, bei^ ber^ y^  ^ - Kei^ ^2 ‘^ '^"2 '^ b = Ih ’
(156b)
que se refere ã força cortante. Depois, levando (iSld) em (135), vem:
■ ^2
A. ( ^  ber' y, + v.v ber y ) + A ( -:^  bei' y, + v,v bei„ yJ  +
'^ L
+ A3 ( -^ Ker^ + v^v Ker^ jy^  ^ ) + A^ ( j- Kei^ y^ + v^v Kei^ ) 
b 00 N-1M
n z 1 k = 1
que se refere ao momento e onde define-se
V, = ^  ( r  ) (157b)
^ 12( 1 - ) ^
0 sistema formado pelas equações (iS^c), (155b), (156b) e (I57a) pode ser tra­
tado como um sistema linear não homogêneo com relaçio às incógnitas A^ , A^ , 
A3 e A^ i Como este sistema é não singular, pode-se aplicar qualquer método 
para resolvê-lo. Entretanto, para maior facilidade na obtenção de um resultado 
analftico, foi utilizado o método Gauss - Jordan. Como o manuseio algébrico é 
bastante extenso, os coeficientes das incógnitas foram assim denominados:
5,_= - V, bei^-n-,-
d, . V, KeJj n,
d^ = Ker^
Cj .  beij 77
t f j  =  - ^2 Keij n,,
























V  a "'='2
+v / R^/R^ Ker^ n, )
+ V ber^ )
+ V bei^ \i^  )
+ V Ker^ y|^  )
+ V Kei^ y^  ^ )
(158) \
Além desses coeficientes, verifica-se nas equações (I5^c), (155b), (156b) e 
(I57a) que nos seus membros direitos os segundos termos, são parcelas proveni­
entes da solução particular, isto é, são provenientes do cafregamento. Então ,
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define-se:
Qp œ  _1_  ^ .
y .  = i  ^  ) S  S  D C , 3, J, ( X / Y T k  ) (159a)Eh tga ' R ' Z___ Z ___ _ n n n,k k 2 n a c .  \ /
2^1 = 0 ; (159b)
X
que sio as parcelas da força cortante na borda menor e maior respectivamente ,
_..da,,xegi.ão,çônica dos momentos ficam sendo:
m P , N-1 1
H  = "3 %  Z l ^ n  ^  ‘'n'k k^ • [^ 2^ ( n^  ^ ^ .
Tl = 1 k r 1
(159c)• ^2
ria borda menor e
mP op N- 1 .
“n '=„,k®k ''2 <*n >
n n  Krl
na borda maior da regiio de transição. 0 fndice ã esquerda da letra indica a 
borda que se refere ã variável.
Define-se, também, os segundos membros das equações (154c), 
Jl55bl*-(l56b) e (I57a) como:
) /Eh (i59e)
= Q2 /Eh (I59f) 
m’ = ( Mj + ^mP ) /Eh^ (I59g) 
/Eh^ ,(l59h)
Cóm os coeficientes dados por (I58) e (159) o sistema fica, na forma matricial
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^2 *^1 *^ 2







Ma solução é vantajoso definir uma série de coeficientes . 
Para a obtenção das constantes , ^3 ’ ^2 ® ^1 ’ define-se
(161a)
\
0 = Cj^  - C3
k,G - b,( d^ ) - b^( ~ ^3^2 ^
k,G - b^( Cl, - S  S   ^ ■ ‘^2^ ^^ 3 S  "‘1




G^= k|^ G - b^( - bj^ ( dj^ C^  - C3d^ ) -




L k j G - b j í C ^ d ,  - C ^ d j )  - b ^ ( C , d 3 - Cjd, ) J  s )
Aj = s - rA^
( 162)
(163)
C,a" “ c,(i' - ( c^d^ - C3d^  ) s pdj^( C^ - C^ ) ' (
. -  g




Para o desenvolvimento do trabalho é conveniente expressar as constantes como 
combinação linear das reações de descontinuidade. Para isso se define coefi­
cientes que, para uma determinada casca, estão perfeitamente definidos, uma
Vez que dependem somente de suà' geometria. Para explicitar os fatores das rea'^
-  / 
ções de descontinuidade de , define-se
1 G,b,C/ G,b.C-
'^- = Í7 < - ^
; G,b.c G,b„C,






\  “ F-  ^ " ? G  ( + G, ( ^ ) +  G- ( M  +
S  Eh^ S  S  E h ^  V  5.. Eh -
.  G, G .M»; ,or
|- ( 2_1) - ( 1 1 )  . G ( I— )
S  Eh^ ^2 Eh^ 3
(I66e)









que aplicados em (163) e se considerando (I6lb) , (l6lc) e (162), resulta em
rG' "2 "t ®2
*3 ' - í 7 < A > ' *  V  <;T2> * =7 <ÊK>^ =8< ÊR.)-I tn th
rG / 2*^ 1C i - i  ) + G, ( iÍ!i ) - Gg ( ^  ) 
'=1 íEh^ Eh^ "
P
1'"1 (167d)
Para que A_ possa éer escr!to assim, defIne-se ^ i
(168a)
't- G^G
’10 “ G, 1:^1- « ' V i  • V i  ' (168b)
(168c)
- G,C, + ( C,d, - C,d, ) ( - C^b^ ) - GgGçG^ (I68d)
e chega-se a
G q5 ,
= ■ G " ^  7 7   ^ ^ S o  ( S l   ^Ih  ^ ^ 2  ( Êh ^ "1 th th
m P1 1
- ^  ) + G 0 ^  ^   ^ ■ S 2 ( h r  ^Gi 1  ^2 1 Eh (168e)
Por último dèfine-seí ; i (. I ■ )




G/, =14 " G,
r G G
(169b)
■15 " W  [■ r  ' V l  - '^ 2‘'3 > < - '2'>1 > - = 13'=‘.'2 (169c)
' ; (I69d)
para obter A^j ina forma: ;
1_G ____ M*'
- ( - \  ) + G . (
^1 Eh^; Eh
>mP  ^ .mP ,q P
(169e)
Assim» as constantes de integraçio ficam em funçio das reações de descontinui 
dade • Uma vez conhecidas estas reações, as constantes A^,
A^ Í A^ e A^ ficam determinadas e quando, substituídas nas equações governan­
tes das partes da estrutura, pode-se obter qualquer variável. Entio, em conti- 
nuaçio i obtençio daquelas constantes, determina-se as reações de descontinuj_
dade em funçao dos termos do carregamento. Parase fazer isso, necessita - se 
das condições de continuidade das deflexões e rotações através das junções 
(150e, f). Portanto, primeiramente, tem-se que obter as equações das deflexões 
e rotações nas partes constituintes da estrutura em funçio das reações de des- 
continuidade. Como conseqUéncia também sio obtidas todas as solicitações, bem 
como os deslocamentos radiais através da estrutura.
6.2.1. ROTAÇAO m e r i d i o n a l n a REGIAO CONICA B EM FUNÇAO DAS REAÇOES , 
DE DESCONTINUIDADE.
Levando (I66e), (I67d), (I68e) e (I69e) na equaçio da rota-
/
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çio na região cônica (132) e, agrupando-se os termos de mesmas reaçpes de des­
continuidade, vem , ■
1^ ^
X  ^ ( v*^y ) ( - ^  ) + h2 ( V ) ( + 3^ ( V  ^ ( if ^
< Eli th
♦ S < V > ' N ' V ' ' fjT > ■" ''z ' "b'' ) < ^  ■
q P ep N-1
- ( Pt,y ) ( fir ) - 2 %  tg« J ~  Q  V n . k V z ^  V  ) • (^70a)/
' n = 1 krl
onde os fatores h. são denominados de " funções de influên^cia " e ficam assim
definidas:
) = -^ í - G,3 ber^ ( beÍ2 ( ) " »"G Ker2( Pj^ y ) +
I + G KeÍ2 ( P[,y ) > ; O70b)
h2 ( P^y ); = ^^ 1^  ber2 ( P^y ) + G^q 2  ^  ^ ^6  ^ ~
G G
- -jrV- Kei, ( P. y ) ; (170c)S S  2 b
hj ( P|jy ) = ber^ ( p^y ) + G^ ^ bei^ ( P^y ) + G^ ^er^í y^ y^ ) +
+ G^ Kei^ ( p^y ) ; (I70d)
*^ 4 ( ^b^  ^ “ ^16 ( % y   ^ '*' ^12 ^®'2 ( ^^ b^   ^ ‘‘‘ ^8 Ker2( V*by ^
+ Gç KeÍ2 ( P^y ) (I70e)
Estas funções de influência quando calculadas em um ponto especPfíco', passam a 
ser^õs Ü-.coeficientes de Influência " de cada uma das reações de descontinul-
■ ■
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dade para a variável em consideração. Assim, por exemplo, h. ( y.y ) é a fun-
^2 - 1 b •
ção de influência da reação ( — j ) para a rotação e em um determinado argu-
Eh
mento ê o coeficiente de influência. Da mesma forma, são obtidas todas as ou­
tras variáveis da região cônica.
6.2.2. MOMENTO RESULTANTE MERIDIONAL EM FUNÇÃO DAS 
REAÇÕES DE DESCONTINUIDADE.
Para a obtenção da equaçio do momento meridional em função, 
das reações de descont inuldade, substitui-se as equações das constantes
A„ e A. em (135) e define-se as seguintes funções de influência:
- i r ^  bei^( ) + -  bel, ( y,,y )y 1 '2' ^b>
rG Ker^( U|^ y ) +
y V \] ïï; [ f 7 ^ ^'2  ^V  ^J  ^ ’
(171a)
V  y y “'-'2 ' 'J +■
+ G10 + G, 2 Ker^( y^ y^ ) +
} 1
(1 7 1b)
+ G, y  bei ' ( y. y ) + ^  bei,( y. y ) ^ 2  Ker^( y^y ) +
/ '/
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+ G > ;
(17ic)
para encontre






= hr( ‘u.y )2 "5'^b
I  ^®'2^ '"by ) + 7  Kei^í ) ) ;
r • (1 7 1d)




V '  V >  < l í >  *th bn
+ ) ( Fh ) + »^ hV ) ( 7 T  ) ^6^ ’^b>'  ^  ^ h rEh
V
8' '^b” ' ' E . ' • "5' 'b'
C D  N-1 ■
y "b -'2< *n'' > * F ' ’2< >
(I7 1e)
6.2.3. MOMENTO RESULTANTE CIRCUNFERENCI AL EM FUNÇAO DAS 
REAÇÕES DE DESCONTiNU IDADE.
Para obtenção do momento resultante cÍrcunferencial, subs­
titui-se em (136) as constantes de integração expressas em (l66e) , (I6?d) , 
(l68e) e (169e) e define-se as seguintes funções.de influência:
13 1 ber ( y y ) + y  beri( y, y )hg( W|^ y ) y Í " Ly “"'2' ' ' 2 ^^'2^ ^b
-
S
G„ r rG 1g- ^-Ker^i yj^ y.) +
/
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+ Kerl( y y ) } ; 
(172a)
+ G10 * *^ 6 [ y  '^"'2< “bV > *
* 1  Ker'( i,j,y )
-T G.G
Kei,( y V ) + y  KeiM y. y )G^G2 L y  2 ' ' 2 ''"'2 ' ^b’' } ;
(172b)
hii( ) = 77- í G. ber ( y y ) + y  ber|( y.y )
+ G11 + G.
} ; 
(172c)
hio( ) = 77- { G, ber (^y y ) + ^  ber'( y, y )
+ G;12 7  beÍ2 ( V  ) + Y  bei'( y^y ) + G. l 7  '^ =''2< V  > *
+ j_Ker^( y^ y^ )




hq( y ) ( —  ) + h^g( yj^ y ) ( —  ) + h^,( y^y ) ( ^  ). +2 "9' ^b Eh Eh i r  b^>' ' 'Eh
+ h^,( y^y ) ( - ^  ) + h ( y^y ) { ~ )  + h ( y y ) ( -í-^ ) “ 




q P V eo N-1
-  '’iz' '-bV ) ( è r  ) - “n 'n.k «k [ f  •',2< )
nz1 1< = 1
/
87
t V X^y ) (172e)
6.2.4. FORÇA NORMAL MERIDIONAL EM FUNÇAO DAS 
REAÇÕES DE DESCONTINUIDADE.
Analogamente, levando A.j , A^ , A^ e A^ na equação da for­
ça normal meridional na região cônica, (137b) e definindo as funções de influ- 
ênci a: . '
y,sen2a
h,,( y^y ) = — -^-- -
96( 1 - v M
( h y2 1 r_ S




96( 1 - V )
GG
^  ker^{ yj^ y ) - G^ KeÍ2( y^ y^ )
Gin ber,( y^y ) - G^^ beÍ2( U^ y^ )
(173b)
y^ sen2a h 9 i r
1^5  ^ V   ^ “ ; 77~ — r :   ^ r   ^ t  . S i  ‘^ ’^'2^  V   ^ ' '^ is ^ '^2  ^ V   ^ ^96( 1 - V ) y
-H G^ Ker£( ) - G^ Kei^( Pj^ V ) (173c)
96( 1 - v" )
Gi, ber,( y^y ) - G^^ beÎ2 ( ) +
+ G^ Ker^i yj^ y ) - Gg KeÍ2( Uj^ y ) (I73d)
encontra-se
^  *^2 
Ëh = ^ 3 ^  ^b^  ^ ''  ^  ^ ^  ^  ^ËF" ^tn Lh
/ ■/ ■ ■ .
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Eh
ao N “ 1 ‘
Eh
■ S 6< V  > < ÈiT >  ^h: ' > ~ y
y n=i k=l
. 3, Jo( X y ) . n n n ,k k 2 n
(I73e)
6.2.5. FORÇA NORMAL CIRCUNFERENCI AL EM FUNÇÃO DAS 
REAÇÕES DE DESCONTINUIDADE.
... Para obtenção da força normal circunferencial em funçio das
reações de descontinui dade, substitui-sé as constantes A^ , A^ , A^ e A.^ na e-
quação (138b) e, define-se as funções de influência:
sen2a
192( 1 - v M
- S  S 3- 7^  ber^( y^y ) + -Gj- bei^( y^ y^ ) +




*^ 10 "bV ) Si, V  >
GG,
Ker^( y^y ) - Kei^( y^ y^ )G^G^ 2' ^b (I7^b)
y^  ^ sen2a
19 2( 1 - V )
h ,2 1
< r  > 7  r i i  V  > ■ S s  '=®’2 < V  > ■"
+ G^ Ker^( y^y ) - G^ Kei^( ) (I7^c)
'’20< "b'' >
2yj^  sen2a
I9 2( 1 - )
G ,2 ber^í n„V ) - G,j bei'(.„^v ) +
. + G^ Ker^( y^ y^ ) - Gg Kei^( y|^ y ) (I7^d)
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encontra-se:
N ‘ «2 "l
Ëïï ■ S?' V  > < > ■" '’is* V  > ‘ * Ss< V  > < Ëh > •"
1 th t.h 
Q,^
* *’20< %'' > < Ïïï > + V  ’ ‘ H  > * Ns' V  > < H  ’ "th En
œ  N- 1
- •’2o( V  ) < fíT > ^ “n Vk \ '*2< V  )
n r 1 k r 1 ■
6.2.6. DESLOCAMENTO RADIAL EM FUNÇÃO DAS 
REAÇÕES DE DESCONTI NU IDADE.
Para obtenção do deslocamento radial não é necessário defi­
nir novas funções de influênciâ, pois já se conhece as expressões de N./Eh ei
N^/Eh. Então, levando ás expressões (l73e) e (l?4e) em (V39b) tem-se
«2 2«, 
Eh^ Eh
h^g(  V  ) -
-  vh^^(  )
-  1
2 2 Eh Eh < íl> -
V  a? .a?
eo N  - 1
^h2u( U|,y ) - vh,^( u^y ) ] ( ÊF ‘ ïiT > ^  'XI Y Z  '
y. n Zi k
. D  C , g, n n ,k k '•'2 ( V  ) - r ' ' 2 < V  ) ÇLtga a(ç). T( Ç )
(175)
6.3. DETERMINAÇÃO DAS CONSTANTES DE INTEGRAÇAO E DAS VARIAVEIS DA 
REGIAO CILÍNDRICA A, EM FUNÇÃO DAS REAÇÕES DE DESCONT! NU IDADE.
Neste item, além da determinação das constantes B.| e 
função das reações de descontinui dade iiriitVodüzidas .ne s ta ,.pa rte,p.recísa-se ex­
pressá-las em função das reações que atuam na parte cônica, a fim de não au­
mentar o número de incógnitas do problema.
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Empregando inicialmente a condiçio de contorno (I51e) em
(128) e , defin indo
"a ’ "a • 
tem-se para a força cortante: ........
' '•'a , h ,2 "a , .
Êh = '"-Êh----- T T , ----- 2 T < L >  ^ cosn^ - B, senn J
6( 1 - V )
Tendo em vista a condição de equilTbrio na junção I, dada em (150b) , resu1ta: 
b 2
cosa = ---- ---- r—  ( j!- )^ e ^ ( B. cosn " B. senn ) (176)Eh . ^2 j L 2 a 1 a
Para o momento, aplicando (I51f) em (l40) e, jl levando em consideração a con­
dição de equiirbrio (150a), obtém-se
i^b
l 3 / h \ 3
„  — 2 L ®
Eh^ 12( 1 - v M
B. ( cosn “ senri ) + B ( cosn + senn )
1 3 3 Z 3 3
(177)
Resolvendo simultaneamente (176) e (177) para B.| e B^ encontra-se:
«1
= 9l ( — 2  ^ ~ ^2^ ■*'  ^  ^Ëïï ^Eh ■
= 9^  tgn^ ( — 2  ^ + 92^ ~ ^enn^ ) ( ) Î (179)
Eh...
onde e sio dados por:
- ?12( 1 - V ) e cosn a / L \




6  ( 1 ' - V ) e ^ cosa ,
.. i - - - - ---------2--------—  <ïï)
"  -------- ->'a-... - ....... -.-.-  , -
Tendo sido determinadas as constantes e em função das reações de descon_ 
tinuidade', prossegue-se com a obtenção das variáveis desta parte da estrutura, 
em função delas*
6.3.1. ROTAÇAO n a  r e g i ã o  c i l í n d r i c a  A EM FUNÇÃO 
DAS REAÇÕES DE DESCONTINÜIDADE.
Substi tuindo em (127) as constantes e B^ , encontradas
em (1 7 8 ), (1 7 9 ) respectivamente, e fatorando os termos de mesmas reações de
descontinuidade, define-se as funções de influência:
Pl (  ^ = feiTT 3l ’^ a ■ â
r  ' ■ —  ■
 ^ ^ ® § 2  “ COS ( ), + sen( )
Com isto, encontra-se a rotação meridional na região A, na forma:
(I8 0 b)
M? ^ 1
X = p^( y^Ç ) ( — 2   ^ ^a^  ^  ^ f h   ^ ■ (l80c)
Eh
6'.3.2. MOMENTOS MERIDIONAL E Cl RCUNFERENCI AL NA REGIÃO CILÍNDRICA A,
. EM FUNÇÃO DAS REAÇÕES DE DESCONTINU IDADE.
. Substi tu.i-se (1 7 8 ) em (140) e-define-se as funções de in­
fluencia p^ e , como
cos( n, - M í  ) + sen( - \iS )a o  a a
/
9 2
Dessa maneira, o momento meridional pode ser expresso por
M 1 "Ï ‘
^  = p^( ^  . p,( ) ( ê Í ) 
Ln - tn
e o momento circunferencia 1 por
(1 8 1 c)
M M; Q"
( ^ )  ( ^ ) ( 1 8 1  d)
6 .3 .3 . FORÇA NORMAL MERIDIONAL E CIRCUNFERENC1 AL NA REGIÃO
CILÍNDRICA A, EM FUNÇÃO DAS REAÇÕES DE DESCONTINUIDADE. \
Substituindo (1 5 2 ) em (1^2) e considerando (150b), obtém-se
N
Eh ■ - < lií > ■ <’“ )
que é a força normal meridional. Para a obtenção da força normal circunferejn
ciai, substitui-se as constantes e determinadas em (1 7 8 ) e (1 7 9 ) 
(1 4 3 ), tendo sido definidas as seguintes funções de influência:
em
“a«-e • e sen( - y £ ) -O  d
(1 8 3 a)
f^ a "^a ^a^P^( Vg? ) = 2  Vg cosa ( —  ) e . e . cos( ) (1 8 3 b)
Ass im resu1ta que
N Mb-
é  ■ »5< “a? ) ( - P6< >*aí ) ( ÊÏÏ )
th
(1 8 3 c)
6 .3 .4 . DESLOCAMENTO RADIAL NA REGIÃO CILÍNDRICA A, EM 
FUNÇÃO DAS REAÇÕES DE DESCGNTI NUIDADE.
Trazendo enn (l44a) as expressões de N,j/Eh e N 2 /Eh, encon-
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tradas emjl82) e (183c), respectivamente, obtém-se o deslocamento radial, na 
forma:
*^ 1 r
= Ra { Pr( PgÇ ) ( — 2 ^  ^6^ '-^ a^  ^ vsena
Eh .
-, a"
( ^  ) } + R au. n 3 3 3
(184)
6.4. DETERMINAÇÃO-DAS CONSTANTES DE INTEGRAÇÃO E DAS VARIÁVEIS DA 
REGIÃO CILÍNDRICA C, EM FUNÇÃO dÁs REAÇÕES DE DESCONTINUIDADE.
Como em 6.3, determina-se primeiramente as constantes ^de
integraçio D^ e D^  ^ , em função das reações de descont Inui dade impostas i re-
g i io côn i ca B .
Utilizando as condições de contorno (I51h) e (151 i) se ob-j
' i
têm de (1 3 1) e (l45), respectivamente, que:
1
cosa ( -FT ) =
h x2 "^cp, / -----------õ—  ( -p ) e (D, cosy + D seny ) (l8Sa)th  ^ _ ^2 j L ,4 c 3 c
Eh^ 12( 1 - )
D,( cosy + senu ) +V c c
+ D,( cosy “ seny )n C C (185b)
Considerando as condições de equilíbrio na junta II, dadas em (150c) e (l50d), 
nas equações (185a) e (í85b) vem que:
A .  '•lcosa ( -^ ) = ------
h v2
6( 1 - v" )
2—  ( ■[• ) e ( D^ cosy^ + D^ seny^ ) (l85c)
Vc ( r  ) , e D^( cosy^ + seny^ ) +
94
(I85d)







§3 ( — j  ) + 9i,( cosp^ seny^  ^  ^Ih ^
Eh
12 ( 1 - \)^  ) e cosy
" ( è )
(lB5f)
6( ! 1 “ V ) e cósa
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6.1t.1. ROTAÇAÔ MERIDIONAL.
Levando e em (I30) e defÍnindo-se as funções de in­
fluência q^ ® ^ 2  ^ rotação, vem
■2 ^
X “ q^( Pc^ ) ( ^  ) + q,( y^Ç ) ( pi7 )
Eh
onde:





cos j_Vc( 1 - Ç ) - sen
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6. í». 2 . MOMENTO MERIDIONAL E Cl RCUNFERENCI AL.
Desta ve2 , substltul-se as constantes e dadas 
(I85e) é (I85f) em (1^ *5) e (1^6) e defíne-se as funções de Influência.
em
Pj. r
q^( ) = e « e { cos 1 - Ç ) - sen 1 - Ç ) J } (I87a)
(187b)
Assim obtém-se o momento meridional na forma:
M
^ - q j í  M,5 ) ( ^ )  * q ^ (  Pc5> <ÊÏÏ>
e o clrcunferencial:
(187c)
M ^2 ' ^2
) V ( ^ )  + q^( y ^ n  V ( ^ ) Cl87d)
6.4.3. FORÇA NORMAL MERIDIONAL E ClRCUNFERENCIAL.
Substituindo em (147) a constante determinada em (153), 
e já considerando a condição de equi1fbrio (150d) , obtém-sê para a força nor­
mal meridional, na reglio cilíndrica C, á expressio:
Ni
Êh = ■ ' Êh > ( 188)
A força normal clrcunferencial é determinada pela substituição das constantes 
Dj e D|^ , dadas por (l85e) e (l85f) em ( 148). Observando-se os'termôs de mes­
mas reações de descontinüidade, define-se aà funções de influência i <




COSq^( y^Ç ) 1= - 2 cbsó ( ^  ) e e ^
!'■




r  i^ b j^ b
- s H c « ’ ' >'c5 > < Ê S > (189c)
é.U.k, DESLOCAMENTO RADIAL NA REGlAO CILrNDRICÁ C .
SubstItuindo os valores de N^/Eh e N^/Eh encontrados em
(188) é (189c|) , respectivamente, na expressão (1^9a) obtém-se:
V
,. i ■■■• i ■ ' í; M" .
6 = R { |q-( y^Ç + ’ q/( y^Ç ) + v seno
-------Ç__. i 5 — c -  '  i Eh^ ; L o c c e c 
(130)
6.5. DETERMINAÇÃO DAS REAÇÕES DE DESCONTINUIDADE 
EM FUNÇÃO DO CARREGAMENTO. í
Dos itens 6.2, 6.3 é 6.A, observa-^e que todas as variáveis
da estrutura estio em funçio das reações de descõntinuidade:
M1
Eh EhEh Eh*-
Uma vez que estas sejam determinadas em funçio do "carregamento", as constan­
tes de Integraçio sio obtidas pelas equaçÕes (I66e) , (I6?d), (l68e) e (I69e). 
Portanto, tem-se a determinar quatro Incógnltas. Para isso. Impõe-se as condi­
ções de -.continuidade dos deslocamentos lineares e angulares através das jun^ 
-~ç^ S,a:::expjr^ s em (150e) , (l50f), (l50g) è (I50h) . Isto permite determinar 
aquelas reaçÕès»
Aplicando a condlçio de continuidade da rotaçio na junçio
/97
I , vem de (I5õf) que
X2 - XÍ ; = 0 (191a)
onde:
e x^ “ são as rotações das regiões A e B calculadas em Ç =
Então, substituindo em (I91a) os seus valores provenientes de (l80c) e (170a), 
obtém-se:
= H; ( ^  ) 4. KJ ( 0  ) - h; ( ^  ) - 2 Ÿ 1  i  “n •
Eh ; Eh n=1 k r 1
• > " 5 1b)
Agorã, tendo em vista os deslocamentos radiais ha Junção, tem-se de acordo com 
(I50e),que
- 6^ = 0 (192a)
Calcula-se os deslocamentos 6^ e 6^ pelas equações (184) e (175) com•* Q C
pois são respectivamente os deslocamentos radiais das regiões A e B ha jun­
ção !, conforme a figura 1 8 * Pela substituição de 6^ e 6^ em (I92a) resulta
l^ b
■ < '’ 17 ■ ' ”’ ' 3  ’ '  ’  ■ '  '’ I s  ■ '■'’ l l ,  •  P5 ’  * ■ ‘ ‘’ '9  ■ ' " ' ' 5  ’ •
é  1 1 2 1 1 2^?
■ < Êh > ‘ * "20 ■ '■Sé • P6 ■ > < Êh > ■ < S ?  ■ '’^ 3  ’ ' 7 T  > *
/  ‘ V I
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<x> N ~  1
+ !♦ / X T R  )  y xí* D C . 6. r j ' ( X„ / R /R^ ) ‘ c a jL___ L____ _ n n r i , k k L Z  n a c ,
n = 1 z 1
- 2v v i O F  J- ( X„ / X / R .  ) ‘ 0 9 2 b)c a Z n a c J
7 ' Os . i ; é p m o s - - - h | - - T 1»2, sio os valores das funções de in­
fluência hj anteriormente definidas, calculadas na borda menor, 1 , e na borda 
maior^ 2, da regi io; cõn i ca, sendo por Isto cliamados " coeficientes de influên^ 
cia Da mesma forma, tem-se qüe: , /
pj^  j m = 1 , »..: 6 ; i  n = 2 '
q*^  , m = 1 , ... 6 ; n = 1 im
sio os coeficientes de influência nas bordas das regiões cilíndricas A e C , 
conforme figura 1 8.
Aplicando ágorà na junção II, as condições de continuidade 
das rotações e deslocamentos radiais, tem-se primeiramente da (I50h) que
X2 “ Xj = 0 ; (193a)
sendo X2 ® obtidos, respectivamente de (17Úa) e (1 86a),. quando se faz ç=l* 
Substituindo o resultado em (l93a) , vem
2 1 ^2 2 2 1 2 
. ( h f  - q |  ) ( ^ )  ) ( S >  =
= < 4 > th th
De (l5Õg) ca1cüla“se os deslocamentos radiais das regiões B e C pelas expres­
sões (175) e (I9O) onde se faz Ç = 1 . bisto resulta a quarta equação, necessá­
ria.para a determinação das reações de descorttlhuldade, e qüe fica
\
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- vsena ) ( ^  ) - ( ) ( ^  ) = ( ^'20 '^ '16 ' ' Eh ' ' "17 ''”13
^P oo N - 1
) + k
n = 1 = 1
. (h^ 3-vh^ )^ (£^) - (h^ „-vh^ 6) ( Ér > ''I I  H»>„ •
ch
■ " ^ n . k  « k  -’ 2  <  ^  >
(19M
As equações (191b), (192b), (193b) e (19^) podem ser consideradas como um sis­
tema linear a ser resolvido para as reações de descontinuidade. Sua solução é 
idêntica à do sistema (160). Tal como lá, para maior facilidade de manuseio; 
dos coeficientes da matriz, foi feito;
1~ h
- ( h! - Pi )
-  hl
( h -
( h]^ - Vh]j )
'II.
( hj, - vhjj )
< '’ 20 ■ '"’lé ■ Pé ■ *
> .2 1 \ ( h, - ,| )
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k, = - ( hj - qj )
bj = -  ( - qj )
/ 1.2 .2 \ ( h,g - Vh,^ )
—  2 2 1
" 'lé “ '’sena )
( h ^ o - v h ^ ^ )  ;
que sio os elementos da matriz dos coeficientes. Os elementos do vetor cons­
tante do sistema sio obtidos dos segundos membros das equações (19 1b), (192b)
p p
(193b) e (19^), onde se leva em consideraçio as expressões de 1 1/Eh, 2 1/Eh, 
1^?/Eh^ e 2^1/Eh^ dadas em (159a), (l59b), (159c) e (I59d). Tais elementos 
sio, poi s: .
OD N-1
%  ‘S“ I Z n » n  “n ^n.k «k ' 'z' >
nr1 M = 1
2v . v_ .i c s
8 R
. }
proveniente da (19lb) ,
(196a)
co N ~  1
F, . 0„ C„_, 6, ( J, ( ) .
n= 1 k = 1
/
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• ^ « 3  - < '’lo - '"’Î6 > • - T - V  < ir > - T T -  < r  >p. tg a a v, tga a
8  X R 8  X V  R
" hj; - '-h^j ) J^í V S T R ^  ) [ 4 - ^  ' ^ a  *
yg^'tga
+ Vb ( hjg - vhj^ ) j } (196b)
proveniente da (I92b).
ba mesma forma, obtém-se de (193b) e (19^). respectivamente 
os seguintes elementos:
 ^oo N ~í ^
F, = pj tgg^  y  Xl e,, í J, ( X„ ) I 2vv, /R^R^ hí3 "b
■ n r  1 k - 1




( x „ / V ã ,  ) )
(196c)
co N “  1
F^  ^ = tgg )  )  X? D„ C„ 0,; { J, ( X„ /rTK. ) /T/R. ^
n r 1 krl
n n n ,l< k 2 n a c 3 c' a
• '’20 ‘ '"’16 )
B Xjí- R 
T T -tg a a 
2
J^( X„ ) .
, , 2 . 2 . 
• L'’«< '’17 ■ '’S s  >
“b ‘8“
(I96d)
Reescrevendo o sistema considerando os coeficientes dados em (195) e os ele­




’ s  : ^1 ■ A '  / Eh^ ' 'f^l '
C3 C^ ; ^ / Eh^ ^2
h  ^2 ^1 ^2 / Eh ^3
_  b3 b^ S  ^  . / Eh _  ^  .
(197)
Sendo este sistema também k x k pode-se usar a ‘soluçio an- 
teriormente obtida. Os coeficientes definidos para a solução tem as mesmas fo_r 
mas que ll e para obtê-los substitui-se os elementos dados em (195). Para di-
ferenciã-los coloca-se uma barra sobre seu sTmbolo. Assim, a solução pode ser
i
dada por analogia com a obtida em (l66e), (l67d), (l68e) e (l69e). Com efeito,i 








^2 S 3 -  -  - (2 0 1 )
Assim, estio determinadas as reações de descontinuidade 
Com isto, todas as constantes de integraçio podem ser obtidas. Todavia, o pro­
cedimento adotado possibilita a determinação de todas as variáveis da estrutu-
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ra diretamente das reações de descontinuidade, quando substituídas nas suas e>< 




CAPÍTULO 7 - DETERMINAÇÃO DAS SOLICITAÇÕES E DESLOCAMENTOS DA ESTRUTURA
7 . U  DETERMINAÇÃO DAS SOLICITAÇÕES E DESLOCAMENTOS NA REGIÃO CÔNICA B.
Se as equações das reações de descontinuidade forem escri­
tas na forma explícita, cada uma é uma série, bastando para isto substituir as 
expressões de , F^ , e F^  ^encontradas em (I96) . Como as parcelas da so­
lução particular se apresentam também em forma de série, e como a forma das 
expressões das variáveis, encontradas em (6.2), (6.3) e (6.4), sempre possuem 
fatores que são os próprios elementos do vetor constante do sistema (I60),isto 
é.
"2 , 2 " í
Eh2
M.






pode-se escrever estes elementos em forma de série. Por conveniência, determi 
na-se seus enésimos termos que foram denominados de e
b D 2Para obtenção do enésimo termo de M^ , / Eh + / Eh ,  ^ substitui - se
na equação (20 1) as expressões de F.j , F2 , F^ e F^ dadas por (196a,d) e, ten­
do em vista (I59d), resulta em
G
\  ) í 2vv, / T T r ^  ,1 n 2 vn a c  3 c a >-
’1
^ =15 < ‘'is > * ^ 6  j - r : V  < f t  >
8 R h G




15 4' ' R y^  ^ tga a
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G
■2' ■ ■ V c  -  -3 • < ''?8 - + Si. >'2 *
S
+ JJ( /rTr_ ){ V.
1 1 -  1 1  -  ^  + h^g - _ + G^5 -tj- -—  / T T r } +C 3
I tga
^ G^5( hj? - vhJs ) •. G,^ h] + 1 (202)
com isto, pode-se escrever que
M m P oo n - -]
2 2 Eh^ . Eh
onde faz-se
(203)
nzl k = 1
il 2 E , = y ^ t g a X  D C , n ,k b  ^ n n n ,k (20Í*)
0 enésimo termo do momento resultante na borda menor da re- 
b 2 p 2gião cônica, M^/Eh + .jM^/Eh , , é obtido de modo igual ao . Para isto
se substitui em (200) as equações (196a, d) e considera-se .jM^/Eh^ , dado em 
(159c). Disto resulta
8 x; R G
tga
1 ; 8 X
y fg.a
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V , ( - v h , - ) +
tga
Gii v^( - vh]3 ) + G,2 > (205)
Logo,
IvjP œ  N-1
2 ,^ 2 ° ) - Y.___""k “-n.k "2ne,. E_ , z. (206)Eh . Eh 1 t^ --]
Da mesma forma encontra-se
Eh (207)
œ  N - 1
) - ...-  )  ^ k ^n,k ^3n
n r  1 k-1
onde é o enésimo termo da série representativa da força cortante na borda 
maior da região cônica e é determinado pela substituição dos valores de ,
F^ , e F^ de (196a, d) em (199).
Então,
■3n -  - 2 '  "n ■ ' V c  ' - " 3  ' V ' a  L '  ^  ‘ '’ 18 ‘  ' ’' 'U  > + '^ 2 ■" ‘=7* *'!b'Z, = J-( X /R /R ) 2vv_ /r / r .
9 '
8 R.
il—  ( -£ )  ^ ' D /4 ~ 2  ' Rtg a a G
r G / . 2 ,2 V 7T u 2 ( h2o - vh^g ) - Gg -
- “r* "20 - "'’le > - J - ”7^
8 X V R
- G- ( -5^  ) - 2 Gq } + :R ' “ “8 t g a  a
J 4 (  X ^  /RJR^ ) { V.'2 ' ''n " V ' c  ' ^ ' ' 3  1 ' "18 ^"14 ' "  "6 "2G
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+ h j g - v h j ^ )  H. Gj ] + ïï^  - T j - Ü - J ' ( X „  ) .
k X
.  {  -
Mj, tga
-vhjj ) t G j V ^  h]} (208)
Por último substitui-se as equações (196a, d) em (198) e, considerando o termo 
independente / Eh dado por (I59a), obtem-se o enésimo termo da série que
representa a força cortante na borda menor da regiio cônica, na forma:




' *  —  >^1 -  2^0 -"''îs ) - <>5 < - ' J - S .TTTÎT < ^ * ■
b
1 N 7T . 1
8 V R
y tg a a
- 2 Gj } + J'( / r T r ^  > ‘ ' ’ 3 L = ■  ' "18 ■ ""l“! ' ■ Î T  "2
'1
k X'
v'R/R^ x;: } + Ji( X^ ) . c a n 2 n
. { v^( -vh^3 ) ^ - T p - n 3 v,h?+G,,v,(hî., -vh! J-hG^v.hl }
"1 '^b ’"9“ g ^g^




1 0  8
Eh Eh k n , k kn (210)
nr 1 k z 1
Com as expressões (203), (206), (207) e (210) a determinação das solicitações 
e deslocamentos através da estrutura, ficou simplificada e é feita a seguir.
7 .1.1. DETERMINAÇÃO DA ROTAÇÃO MERIDIONAL NA REGlAO CÕNICA B.
Levando as equações das forças cortantes e momentos nas bo£ 
das da região cônica, dadas em,(203)., (206), (207) e (210) na equação (170a) , 
obtém-se para a rotação meridional a seguinte expressão: ^
oo N~ 1 .'
X "IZZXZZ^ k [^ In V > 2^n '2< V ' h n V > *
n Z  1 k = 1
• ■ _ . ■ ' i 
^n S^  ^  ^^ 2^^ V  0
7 .1.2 . DETERMINAÇÃO DO MOMENTO MERIDlONAL.
Da equação do momento meridional dada em (I71e), tendo em 




Ih. ~ 2v } (2 1 2)
7.1.3. DETERMINAÇSO DO MOMENTO ClRCUNFERENCIAL.
A determinação do momento circunferencial é realizada pela
/
substituição da força cortante e do momento na expressão (I72e). Logp
Eh n = 1 k = 1
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• ^ ^ n N 2 < V >  - r  V >  *^-''2( v > } (213)
7.1.4. DETERMINAÇÃO DA FORÇA NORMAL MERIDIONAL E CIRCUNFERENCIAL.
De modo idêntico aos anteriores obtém-se de (I73e) e (I74e)
. -.---'res pVcl; i'vamen te-a-força norma l - me r id i-oná 1 ;
w  c o  N  - 1
■ = i z rEh
n = 1  k=1
E I k n ,k
tga y■4n "16' "^b 
e a força normal circunferencial
(214)
w oo N ~ 1
n = 1 k r 1 
'4n *^ 20^  ^b^
k X
+ h,n( VkY ) + k " y '^ 2^  ^n^ '> (215)
7.1.5. DETERMINAÇÃO DO DESLOCAMENTO RADIAL.
Substituindo as equações (203), (206), (207) e (210) na 
(175), obtém-se para o deslocamento radial na região cônica, a seguinte expre^ 
são:
oo N-1
S*’ - ÍL t g d | ~ y ^ e | ^  E„_|^  { Z,^ [h,^( ) - vh,j( )
n r 1  H = 1 J
* h n [Ss< V  > ■ '"’ll,* V  >
+ z4n _'’20< V  > • '’Nô' V  > J *Tí y tga >2< v >  - r ^ 2 < v > ] H
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+ ÇL tga[^( Ç ) .T( Ç )J (216)
Assirfi ficam determinadas as solicitações e o'i deslocamentos 
da estrutura na regiio cônica. A seguir, determinam-se as variáveis das re­
gi ões ci1fndri cas.
7.2. DETERMINAÇÃO DAS SOLICITAÇÕES E DESLOCAMENTOS NA REGIÃO CILÍNDRICA A.
A partir das definições estabelecidas no item 7.1, as va­
riáveis da região cilíndrica A podem ser determinadas, notando-se,, contudo,que 
as parcelas provenientes da solução particular são nulas nesta região. Por con_ 
seguinte, para a região cilíndrica tais parcelas não devem constar nas expres­
sões de Z, , Z„ , e Z,In’ 2n’ 3n í*n.
j
7.Z.I. DETERMINAÇÃO DA ROTAÇÃO MERIDIONAL.
Substituindo na (I80c) as expressões de M^/Eh^ e Q^/Eh, ob­
tidas a partir das (206) e (21Ò), respectivamente, obtém-se para a rotação me­
ridional a seguinte equação:
CD N ~ 1
=IZIIII®k ,^k ' 2^n p/ "a? > * r^, P2< V ) - '’3 •
n Z 1 k = 1
■ V *^0 > * V Xn '‘aí > "
8 R ____ _
V  ( ^  ) Po( £ ) > (217)2 ' R ' ''2' n ' a' c ' ^^ 2' ^a tg a a
7.2.2. DETERMINAÇÃO DOS MOMENTOS MERIDIONAL E C1RCUNFERENCI AL.
De modo análogo, utiliza-se a (l8lc), para encontrar o mo­
mento meridional na forma:




*  "3 ■’2< ‘n * ^ “0 > P3< “ aî > ^ •'2 ' ‘ n > ^ c  >
r- 8 X_  R.
V  ( ^  ) .L ^ 2 ' R tg a a
. Pi^ ( y^Ç )- 2VV3 





com ( M.|/Eh ) dado em (218).
7 .2 .3 . DETERMINAÇÃO DA FORÇA NORMAL MERIDIONAL E CIRCUNFERENC1AL.
Da mesmaforma, obtém-se ás forças ^ normais meridional e ci ri 
cunferencia 1, que sio:
'^l
Eh
n = 1  k=1 tg a a
(220)
N 00 M' 1 
2
Eh = I Z 2 _ ^  ^ , k  ' ^2n P5< “ a« > * “ a« > ' "3 ’
n = 1 kzi
tg a a
- ^''"3 ' ^ a  P5' “a« >J } (2 2 1 )
7 .2 .4. DETERMINAÇÃO DO DESLOCAMENTO RADIAL.
De posse das forças normais pode-se obter o deslocamento 
radial diretamente de (l44a), resultando:
112
OCr N-1
''a Z Z I Z ® k  ^n,k “  h n  “á« ' ■*■ ["ô' "a5 > ’




P/( ) +vsena - 2vv R /R p^ -C y Ç )} }}+ R a To a j c a p a  a a a
(222)
7.3. DETERMINAÇÃO DAS SOLICITAÇÕES E DESLOCAMENTOS NA REGIÃO CILÍNDRICA C.
A determinação das solicitações e deslocamentos na região 
cilfndrica. C sepã feita como no item 7.2, para a região A.
7.3.1. DETERMINAÇÃO DA ROTAÇÃO MERIDIONAL.
ò 2 òDe (l86a), substituindo M^/Eh e que podem ser ob­
tidos das (203) e (207), respectivamente, chega-se a
o o N - T
k n ,k
que é a equação da rotação meridional na região C da estrutura.
7.3.2. DETERMINAÇÃO DOS MOMENTOS MERIDIONAL E ClRCUNFERENCIAL.
Da (l87c) resulta
(223)
n = l  k = l
(224)
para o momento meridional. Por outro lado.a determinação do momento circun- 
ferencial é imediata, conforme (l87d).
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7 .3 .3 . DETERMINAÇÃO DAS FORÇAS NORMAL MERIDIONAL E CIRCUNFERENCI AL.
A força normal meridional será determinada de ('188), subst_i_ 
tuindo nela a equação de Ç^/Eh, dada em (207),, ficando
Eh = - sen
N - 1
V , Z- . k n ,k 3n (226)
n z 1 k r 1
Da (l89c) determina-se a força normal ci rcunferenci al , sub_s
b 2 btituindo-se as reações de descontinuidade M^/Eh e Q2/Eh, que podem ser obti­
das de (2 0 3 ) e (2 0 7 ), respectivãmente, encontrando-se
M CO N  “  1  
Eh { - V. J'( À_ )
n=1 k =1
<! = < U.5 ) + qj( )}
(227)
7 .3 .^. DETERMINAÇÃO DO DESLOCAMENTO RADIAL NA REGIÃO CILÍNDRICA C.
Tendo sido determinadas as forças normal e circunferencial 
adimensionalizadas, o deslocamento radial na região C pode ser obtido da ex­
pressão (149b) através da substituição das equações (226) e (227), ficando:
C O  N ~  1
^n.k ' "5 ' '*0« > S n  [ % '  V  > ‘
n=1 h=l
■ "li -'2< V  > ‘'5 ' > > •" "c “c ’'c (228)
Assim ficam determinadas as variáveis das cascas que com­
põem a estrutura. Conhecidas estas variáveis, pode-se encontrar a distribui­
ção de tensões através da estrutura,o que será objeto do próximo capftulo.
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CAPÍTULO 8 -  d e t e r m i n a ç ã o DAS TENSÕES ATRAVÉS DA ESTRUTURA
Como consequência do tipo de carregamento e das hipóteses j_ 
niciais referentes ãestrutura, as únicas tensões atuantes são as tensões nor­
mais meridional e circunferencial. Alêm disso, como a distribuição do parâme­
tro oi( Ç ) . T ( Ç ) apresenta simetria axial, as tensões podem ser determi­
nadas pelas expressões (56a) e (56b). Para o prosseguimento do trabalho são n£ 
cessarias as distribuições de tensões somente nas superfTcies externas e inte£ 
nas. Isto decorre do fato de que são nas vizinhanças dessas superfTcies que o-
J ■ ■
correm valores extremos das tensões aor longo da normal a superfTcie de referêji_ 
cia. Todavia a formulação realizada permite a determinação da distribuição em 
qualquer superffcie do espaço da casca.
8.1. DETERMINAÇÃO DAS TENSÕES NA PARTE CÕNICA.
As expressões (56a) e (56b) podem ser escritas numa forma 
mais conveniente, dividindo-as pelo módulo de elasticidade do material da es­
trutura, E. Assim tem-se
■ í
. ^ ’ (229)
a. *^ 2 12 ^
< È K >  ? • <«<»Eh
para as tensões adimensionalízadas meridional e circunferencial respectivamen­
te. Portanto, para se determinar a distribuição através da estrutura basta que 
se substitua em (229) e (230) as forças normais e os momentos, já determinados
em 7 .1, 7-2 e 7.3 •
//
. 1 1 5
8 . i n  TENS0ES MA SUPERFÍCIE EXTERNA
A superfície externa é individualizada pela sua distância 
ã superfície de referência que aqui é
Ç = 2 •'




r =  ( ê | ) ctl
(2 3 1b)
Substituindo em (231a) e (231b) as equações de M,j/Eh^, M^/Eh^ , N^/Eh e N^/Eh, 
encontradas em (2 12), (2 1 3), (2l4) e (2 15) respectivamente, vem
e oo N-1
= H I { Z
n = 1 k::1
k n,k ' In L 13 "^bhi,( y^y ) + 6h^( V|^ y )“| + fh, J  ) +'2n '1 V
+ 6hg( y^V )] + Z3, [hi3 ( y^y ) + 6h^( y^y ) ] + [ h^g( y^ y^ ) +
8 X
+ 6 h g (  yj^y ) ]  +  J ^ (  X^y  ) ^  [ n r - ^  ^
^  ^ , y %  tga
6 X^
• V  ) > . (2 3 1c)
'2
E
00 N ~  1
I Z I I
n = l  k=l
k^ ^n,k  ^^1n L^iyí M.^ V ) + 6hg( y^ y^ ) + Z2n
_h^s( y^y ) + 6h^Q( y^Y ) _ + Z H i q ( VkY ) + 6h^^( .fij^ yO3 n  L  1 9 '  ^ b
h n  V  > * ^ 2^* V  > . 
,2
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) , (2 3 1d)
y y^ tga
que sio as equações das tensões meridional e ,circunferencial na superfície ex­
terna da casca, respectivamente.
8.1.2. d e t e r m i n a ç ã o das TENSÕES m e r i d i o n a l 'E CIRCUNFERENCI AL 
NA SUPERFÍCIE INTERNA DA REGIÃO CÕNI CA.
Como a superfície de referência da casca é aquela situada
ao meio entre a externa e interna, tem-se que a superfície interna está i coor
denada:
s - 2 •
Eritão, as tensões meridional e ci rcunferenci al na parte interna, levando o va­
lor de ç correspondente, em (229) e (230), ficam sendo
a N -M
r - < Ë ï ï >  •Eh
(232a)
^2 S  ^^  = ( ^  ) - 6( - \  ) E Eh 2 (232b)
Agora, substituindo nestas expressões as expressões encontradas em (212) 
(213), (214) e (215)para M^/Eh^, M2/Eh^, N^/Eh e N2/Eh, obtém-se
.1 CO N-1
{ z
rr= 1 k = 1
k n,k ' In L 13 bh., ( y,y ) - 6h_( y, y )5' "b^
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+ Z, h,,( y, y ) - 6hfl( y.y ) + J_( X v )kn L 16' ‘^b
1 r « ^ n
igv V  'J " "2^ ' ~2 L ' T —
y Pb
- 12.V^( 1 - V ) J + - x^ J^ ( X|^y )} ,




N -  1
n = 1 k r1
hi,( y.y ) - 6h-( y.y )
3n L 19' b' ' 11' b^'
+ z4n h^QÍ y^y ) - 6h^2< y^ y^ ) (
}




para a tensão normal circunferencial na superffcie, interna.
8.2. d e t e r m i n a ç ã o das t e n s õ e s n a REGIAO c i l Tn d r i c a a .
A distribuição de tensões nesta região pode ser determina­
da pelas equações (229) é (230). Novamente, as superffcies externa e interna 
são identificadas por
r + h
ç = - 2 '
respectivamente, e as tensões sao determi nadas ..somente nestas superfícies.
/
118
8.2.1. DETERMINAÇSO DAS TENSÕES MERIDIONAL E ClRCUNFERENCI AL NA 
SUPERFrCIE EXTERNA DA REGIAO CILÍNDRICA A.
Para determinaçio destas tensões, substitui-se as exprVs-
sões dos momentos e das fqr,ças-normai.„s que foram encontradas em (218) , (2 19 ) »
I H o ) ’ e (221) em (231a) e (231b), resultando:
‘ L Z  L Z  »K ^n,k “  ^2n "a? > ' J + .
n = 1 U r 1
/ ■ ■ /'
8 R
+ /  R / R ^  ) { - y  V  ( - r   ^ ’^ a^  ^ *
Ujj tg a a
.  p^( )} - 6v^ J^( Rg/R^ ) P^í VgÇ ) }} ,
■o
para a tensio normal meridional e
(233a)
,e co N “ 1
h n i
n = 1 k = 1
k n,k ‘■2n L"^5'p^ .( y^Ç ) + 6vp^( y^Ç ) + Z, .kn
\ (  + 6vp^( P^ç ) J + Jjí, ^  )
yjj tg a a
- J^( X^ ) L p ^( y^Ç ) + 6vp^( y^Ç ) J }} , (233b)
para a tensão circunferencial na superfície externa da região A.
8.2.2. DETERMINAÇAO DAS TENSÕES MERIDIONAL E ClRCUNFERENCIAL NA 
SUPERFÍCIE INTERNA DA REGIAO ClLÍNDRICA A.
Aqui leva-se (2l8), (219) , (220) e (221) em (232a, b) re-
/
119
sultando para a tensão meridional interna a seguinte forma:
i oo N -1
Z I  ^n.k «  - ^2n ^ P3 ' “a« > ‘ '-.n [ « “a« > "
n = 1 k z 1 
-, ,  , 8 r
+ sena -  ^^ "T— ^V”  ^ ^  '^ a^   ^ ''
tg a a
- 12vv^ p^( PgÇ )}+ 6V3 J^( X^ Pjí UgÇ )}} (234a) ^
e para a circunferencial:
i 00 N~ 1
C I E- {{ Z
n= 1 k = 1
k n,k 2n L 5 ap ( y Ç ) - 6vp ( y E )3' "a^
8 X R
p^( y^Ç ) - 6vp^( y^Ç ) I + J,( X„ /r7 r  ^ ){ - ,. ■ ( ^  ) .2' ^n ' V  c k , 2 ' Rtg a a
^6^ ^a^  ^ ‘ 6vp^( y^Ç ) - 2vv^ /R^./Rg P^( y^Ç ) " 6vp^( y^Ç ) }
'-3 ■'2< *n > p^( y^Ç ) - 6vp^( y^Ç ) }} (234b)
8.3 . determinação DAS TENSÕES NA REGIAOCÍLTNDRICA C.
A distribuiçio de tensões nesta parte da estrutura é deter­
minada de modo idêntico ao item 8.2 s
8.3.1. DETERMINAÇÃO DAS TENSÕES MERIDIONAL E ClRCUNFERENCIAL NA 
SUPERFÍCIE EXTERNA DA REGlAO CILÍNDRICA C.
Estas tensões resultam da substituiçio dos momentos e for­
ças normais-determi nados “lm“ (224)~r' (225) , (226) e (227) nas equações (231 a,b). 
Entio obtém-se
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- 6v^ J^( x^ ) qji Uj.C ) } 
para a tensio meridional e
(235a)
e oo N-1
; ^ = z : r e.. E_ , { z, q ( M E ) + 6vq,( u Ç )
n r 1  k r i
+ Z3n ’
) + 6vq^( ^2^ x^ ) _q^( ) + 6v q3(y<-C)] }
(235b)
para a tensio circunferencial.
8*3.2. DETERMINAÇÃO OAS TENSÕES MERIDIONAL E CIRCUNFERENCI AL NA 
SUPERFfCIE INTERNA DA REGIÃO CILÍNDRICA C.
As tensões sio determinadas como no item 8.3.1, mas, con­





+ 6v^ J^( X^ ) q^( y^Ç ) }; (236a)
para a tensio meridional interna; sendo que a tensio circunferencial interna 
fica:
i oo N-1
^ = 1 1 1
n r 1 k-1
q_( y Ç ) - 6vq,( ]ií ) 3n _
/
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} (236b)“ 6 q^( ) J - J^( ) [q^( Pj.Ç ) - 6 q^( y^Ç )
Com as tensões determinadas ê possfvel se fazer a escolha de um critério para 
projeto como é apresentado no próximo capítulo, por exemplo.
*  * *
/
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Emprega-se a técnica de Programação Linear para realizar a 
otimização das tensões térmicas. 0 procedimento adòtado para obtenção das equ£ 
ções da programação linear é apresentado a seguir. ,
Como já foi dito no capftulo 1, deseja-se maximizar a di­
ferença do parâmetro ( Ç ) entre as extremidades da junta cônica, mantendo 
as tensões restritas a uma determinada superfície do espaço de tensões de es- 
truturâ.
Para tanto» primeiramente, é necessária uma relação entre 
esta diferença e a suposta distribuição daquele parâmetro, isto se obtém saben^ 
do que j
CAPfTULO 9 - OTIMIZAÇÃO DAS TENSÕES TÉRMICAS
= ) = 'í'c ‘ ''"a
Por outro lado da figura se tem que
■ V
.) (238)
Da igualdade das equações (237) e (238) resulta que aquela diferença fica as­
sim relacionada:
♦c - - «k > ' <»3)
9.1. CRITÉRIO DE PROJETO UTILIZADO.
A escolha da superfície de restrição das tensões leva in­
diretamente ao critério de projeto a ser empregado. As falhas que ocorrem em 
estruturas do tipo em estudo são ocasionadas principalmente por fadiga térmica 
e escoamento do material, uma vez que o carregamento é de natureza térmica.Seji 
do assim, seria apropriado o emprego do critério da Máxima Energia de Oistor-
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çio por ser o que fornece valores de tensões críticas de modo mais realista,
12conforme indicam os valores experimentais para materiais duteis . Todavia ,
o emprego da programação linear para proceder a otimização requer que a super­
fície de restrição seja secciona 1 mente linear. Como a superfície de tensão li­
mite ao éscoamento do critério da M.E.D. é não linear, utiliza-se o critério 
da Máxima Tensão Cizâlhante, que possui uma superfície seccionalmente linear . 
Muito embora os dois critérios somente coincidam quando é igual a ^2 (
módulo e sinal ) ou quando o estado de tensões é unidimensional, justifica- se
f'
o emprego desse critério por ser conservativo e pelo fato de que os valores 
das tensões equivalentes ap estádo real de tensões fornecidas por um e pelo 
outro critério, diferem no máximo de 15^^^ .
- J
Considerando a formulação realizada, o estado de tensão é 
bidimensional e as tensões normais meridional, , e ci rcunferenci al , 02 , são 
tensões principais. Então, de acordo com o critério da Máxima Tensão Cizalhan- 
te se deve ter:
r 2  “ ‘^ ii< %  ( ^ ^
< w
onde ( Ç ). é uma tensão admissível efetiva que, num caso geral pode variar 
com a posição. Para os cálculos, a variação com a posição, não traz maiores 
dificuldades. Porém, a dificuldade é se ter uma variação realista de ( C ) 
através da junta soldada, uma vez que há falta de informações experimentais . 
Considerando a hipótese qUanto à resistência ã fadiga feita inicialmente a su­
perfície de restrição torha-se:^^ s
a .2- < w (21*1)
//
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^^ 2 < °ví
a, I < a1 —  w
J,v2.^^EQUAÇOES-DA PROGR'AMAÇÃO LINEAR. '
Sendo a estrutura considerada compostas de três cascas fi-
' ' ■ 1 
nas 6 as hipótese de Love, validas, a variação das tensões e através de
sua espessura é linear. Logo, se as restrições (2^1) forem satisfeitas nas fa- -
ces EXTERNAS e INTERNAS da estrutura, elas estarão sendo satisfeitas através
de sua espessura. Isto possibi1ita.trabalhar com as tensÕes somente naquelas
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9.2.1. EQUAÇÕES DE RESTRIÇÕES NA PARTE CÕNI CA B.
Para obter-se as equações de restrições na região cônica 
B, substitui-se em (242a, f) as equações das tensões adimensionalizadas encon­
tradas em (2 3 1c, d) e (232c, d), resultando, de (242a):
OO N - 1
I 0 y . 5 Z T  ^n,k  ^ ^1n L "17' '"b 
« n r 1  kzl
^17^ y + 6hg( ) - 6h^( v^y ) -
+ Z3n (_hjg( M^y ) + 6h^^('P(^y ) - h^5( ) - 6h^( U^y )
X J ( X y ) n I n'' f. 4 X^- T p ü _ +  6 V,( 1 - V )
^  tga L 4 ~^b ^^ 9“
+ 12 v^( 1 - V ) }| < 1 (243a)
Trazendo em (242b) a equação de o e n c o n t r a d a  em (231d) , vem:
+ Z4n ) + 6h,2(u|,y )j ( _ ^  - éov, ) -
/
' i , \  ,
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j,( x ^ y ) r 8
+ 12 v,( 1 - V ) } I < 1 (243b)
y %  tga
Da mesma forma, substituindo (231c) em (242c), obtém-se:
<x> N- 1
w n=l k=1
+ z.2n L N i. < V >
+ 6hg( y^Y ) + Z3n- i_Ai5l:yby ) + 6h^( p ^^y )
+ 6hg( y^Y ) j
r 8
- 2 ^ + 1 2  V. ( 1 - V )
} < 1 (243c)
Estas equações são as restrições as tensões na superfície externa da região 
cônica» As da superfície interna serão obtidas a seguir.
Substi tuindo-‘se (232c, d) em (242d) vem:
oo N-1
w n r 1 k -  1
hi7 ( P(,y ) " 6h.( y.y ) - h.,( y.y ) +
.+ 6hg( y^Y ) + Z3n
■ V y ) r- ^, n l n  n ^  ^ \ + --- ---------- ---- 6 v^( 1 - V )
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_ , j 2 0 „ y )  r « » „
----- 2-----  - T —y . %  tga
- - 12 1 - V ) } < 1 {2k3d)
Agora, substituindo pri mei raménte a equaçio de a'^/E da (232d) em (2i*2e) e de- 
pois a^/E da (232c) em (2A2f) , obtém-se as duas outras equações de restrição 
para a face interna da região cônica, que ficam assîm:
co N-1
) y  “n.k ' "In L " 1 7 ' ""b^  ' '"•9 ' b^'K  E« b Í Z. rh._( y.y ) - 6h-( y.y )
n r  1 k = 1 /
+ Z3n l_h^g( yj^ y ) - 6h^,( yj^ y )
+ Z, h,n( y^ ,y ) - 6h^2^kn L 20' % + 6vv^
J ( X y ) (- 8 x;;
2.  ■ n  . n  ■ ■ . H  f\ ■ / .  4 \ 
----- f"---  " V  1 - V )
y .. %  tga





B,. E. { Z,
n = l  k r i
vi^ y ) - 6h^( y. y )
[N||< V > V > ] * 3^n [Ss< V > ' *^’7< V
"■ L ^ 6 <  "b'' ' ■  '■b'' ’
J^( X^y ) ^  8 X
4 ”
Pb tg«
‘ 12 v^( 1 - V )
X J , ( X y ). /f n 1 n' -L I+ 6 x,^  — — ------  } I < 1 (2i*3f)
9.2 .2 . EQUAÇÕES DE RESTRIÇÕES PARA A REGIÃO CILÍNDRICA A.
As equações de restrição para esta regiao são obtidas pelas
/
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substituições das equações das tensões adimensionalizadas para a região ciirn- 
drica A, encontradas em (233a, b) e (234a, b) na superífcie de restrição des- 
cri ta por (242a, f) .




n=1 k = 1
Pr( ) “ 6p,( ) ( 1 - V )
• < T T 2 T  ( r  >Pb t g  a a





w )  - 7 ___  ^k ^n,k ^2n L^5' a^'’ ' ' “''^ 3' a^^
Pc( ) + 6vp,( p^Ç )
+ Z4n
8
[_Pg( PgÇ ) + 6VP^( PgÇ ) 1 + Jo( /«TK- ) { - T - ^2' ''n ' 'V "c '  ^ 4  ^ 2
Ub a
. ( Y )
a
_^P^( PgÇ ) + 6VP^( PgÇ ) ■- 2vv, /R~7W 3 c a Ps( Pa? ) +
+ 6vp^( PgÇ )J } - Vj J^( ^
+ óvpjí PgÇ ) }} < 1 (244b)
129
CO N  ~1
f -  }  y ~ ^n.k »  h n  S '  W35 > * > ' "®"'*
n z 1 kzi
8 X R
* • ' z ' V ^ c  > < : T - V  ( R^> [ S <  “a«> - sen a - 12vv^ /
- 6V3 J^ ( Xn /R7R^  ) P3( Pa^ )» I 1 ’
(244c)
e para a face interna
00 'N-1
n=l kri
+ z4n _Pg( PgÇ ) + 6p^( V3Ç )( 1 - V ) ] + J^( X^ )
8 X^ Rn / c
4 2 ' R U[j tg a a
_P6^  ^ + 6p2,( PgÇ )( 1 “ V ) ] “ 2WV3 / R ^ ^
+ ôp^i PgÇ )(1 - V ) }} < 1 ; (244d)
C D  N “ .1
I r l Z I ^ e „  E. „ ({ z
w n r i  k = 1
Pc( PoC ) “ 6vp,( p.,ç )k ‘-n.k ‘■2n ' J  ^4n ‘+ Z,
8 x^
* ■'2< * n > ' - r f r  •P|j tg a
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Pg( PgÇ ) * 6vp^( UgC ) - 2vv, »CTR
- 6vp3 ( y^ç ) J } - V3 J^( /R/R^ ) [p^í y^ç ) -
- ôvp^íjy^ç ) }> I 1  1 ; (2í*í»e)
/
co iN-1
I" ZZXI®k n^,k " ■ 2^n "a' ' ‘ "aS > + '
n r  1 k r 1
'2' ''n ” V'^c  ^  ^“ 5— ^   ^ + senot - 12vv. /R /R.
tg a ^
. p^{ y^ç) } + 6v, J^( X^ ) P^ÍWpÇ ) >> I 1  1 (2í»í»f)
9..2.B. EQUAÇÕES DE RESTRIÇÕES PARA A REGIAO CILÍNDRICA C.
Estas equações foram obtidas como anteriormente, apenas que 
na superfície de restrição (2^ *2) são substituídas as correspondentes equações 
das tensões adimensionalizadas da região C dadas por (235a, b) e (236a, b). En^  
tio, na face externa se tem:
co N - 1
L i - , U Iw n r 1  k r  1 ! k J „ 7 K - ^ y
1^5^ Mc^ ) “ ÊqsC ycÇ )( 1 - V )
+ ^3n ^c^  ^ )( 1; “ V ) + seno “ '’k -’2< \  > •
} < 1 (2Í»5a)
lâi
OO N - 1
n : 1 k = 1





m i Z ^ k  ^n,k^ hn L S ^  ^c^ ^W n _n r  1 k-1
" ^4 '*2^  ^n  ^  ^^  I -  ’
Na face externa as equações de restrições ficam sendo:
(245c)
GO ' N-1
t u r » -
n=1  k z l
qr( P.ç ) + 6q-( p^Ç )( 1 - V )k n,k  ^ In L^5' '^c'’ ' ' '''^ 3' /'c' + Z3n *
q ^ (  V ^ Ç  ) + 6 q ^ (  P ^ Ç  ) (  1 “  V ) + sen oi
q^( p^Ç ) + 6q^( p^Ç )( 1 - V  )] } I £  1 5 (245d)
oo N “ 1
1 _ Z
' “ jlr1 t(r1
l:IZI_8k ^ n,k < Sn * ' 3 n  •
M^ç ) -
- évq^í p^Ç ) } < 1 (245e)
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co N ~ 1
i - m ,®k ^ . k  * ■ ^"3 ' > ■ h n  [ > * =^"“ ] *
As equações expressas em (243), (244) e (245) quando aplica­
das atrávéà da estrutura fornecem as restrições do espaço de tensões para a 
í programaçiò linear. /
9.3‘ APLICAÇÃO DA PROGRAMAÇÃO LINEAR.
A distribuição ótima do parimetro ip( Ç ) é obtida, maximi­
zando-se sua diferença entre as junções com as regiões ci1Tndrícas A e C, |
(24è).
Esta otimização, todavia, está sujeita ãs restrições expressas pelas equações 
(243a, f) , (244á, f) e (245a, f). Pode-se observar que todas estas equações 
são lineares nas variáveis
s K « 1, 2 ... N - 1  ,
as quais se deseja determinar através da técnica de programação linear.
A utilização de tal técnica requer que as variáveis sejam to
das positivas. Como se trabalha com a derivada do parimetro, isto é, , naod;/;dÇ
é razoável impor tais condições por acarretarem o restringimento do espaço de
soluções. Com Isto, as atuais variáveis não possuem restrições de sinais.A f.im
de transformar o problema num que possui Variáveis positivas, adota-se o se­
guinte desdobramento:
01 ó i í com
I i I K = 1 , 2 . . . N - 1 (247)
’ k > 0
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' Para manter as tensões através da estrutura dentro da su^ 
períTcle de tensio admissível» aplica-se as equações de restrições em um gran­
de número de pontos ; í : Cada ponto fornece seis equações.
Nas regiões cilíndricas, devido às características da estr_u 
tura e de seu carregamento, sabe-se que as maiores tensões ocorrem nas vizi- 
nlianças de isuas junções com a regiio cônica. Assim, aplica-se aquelas equações 
somente nestes pontos.
t Na regiio cônica, o maior número de pontos deve ser restria
i ' , . ■ ' • 
gido, a fim'de se ter certeza que as tensões estejam dentro dos l imites admis­
síveis. , ■
Naiprática, é interessante que a funçio \p( Ç ) seja monõto-
nâi"1*ara Tsto, Insere-fse no problema as seguintes restrições:
k
(24 8)
i * 1 , 2  .... N - 1
; Neste trabalho, utiliza-se o programa da IBM LP - MOSS pa­
ra soluçio de exemplos práticos. Este programa é de fácil utiIizaçio.Esta,cons_ 
ta de um manual específico da IBM * Ressalva-sê a facilidade que possui pa** 
ra a entrada de restrições do tipo
a < x < b
as quais sio feitas através dos comandos
1
C249)
R H S r 5
R A N G E S
tornando desnecessário o desdobramento de uma equaçio do tipo (ÍW9) èm duas , 
do tipo
X £  b e , X ^  a , ,
o que Sé adequa ao problema em consideração.
/
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9.4. DETERMINAÇSO DO PARAMETRO — ^( Ç ) .
w
A distribuição do parametro “  ií;( g ) ao longo do compri-
w
mento da juntá cônica é realizada apôs a determinação dos , k = 1 . . . N - 1  
pelo LP - MOSS. Isto é determinado pela resolução da equação diferencial obti­

















Pode-se observar, na formulação, que as quantidades geomé­
tricas aparecem sempre como relações adimensionais, e sendo as seguintes:
R /h ; R /h ; L/h . Assim, Aií» fica dependente destas relações.3 ' C ■ .i . ■ • .
i  Neste trabalho, resolve-se dois exemplos, considerando duas
geométr I a^sde Juntas.
0 primeiro exemplo tem as seguintes características: /
a) relações geométHcas
CAPfTULO 10 “ RESULTADOS
:: R /hl g 200 ." C i -
R /h ^ « . 80 d
L/h ; =. 100 ;
b) constantes do material
V = 0.3
V - ( módulo de Poisson ). 
Para segundo exemplo, toma-se
a) relações geométricas
\
R /h * 60 d
L/h JOO ;
b) constantes do material
V s= 0.3 .
I
Estes exemplos são resolvidos em duas etapas:
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la.) obtenção dos coeficientes das variáveis
2a.) otimização de Áij) através de ptrogramaçio linear.
A obtenção dos coeficientes das equações de restrições é 
reaj.jzada, como Já foi dito, através de programação própria usando o sistema
IBM 113 0 , configuração 16K. Devido ao programa elaborado necessitar de aproxi­
madamente âquela capacidade, uma declaração LOCAL foi empregada, tornando o
processamento possível. Por outro lado, a otimização através de programação
/
linear, utiliza ó programa IBM LP - MOSS que pode ser rodado com aquela confi­
guração.
No primeiro exemplo, aplica-se as equações de restrições em 
pontos conforme mostra a figura 19 , considerando-se a expansão da função ^ j i a  
seguinte série dé Heaviside:
4  í^<  ^ ’
k r 1
isto ê, as funções de Heaviside estão sendo separadas em incrementos de O.O6 . 
Com isto, obtém-se os coeficientes , k = 1, .... 10, mostrados no quadro 1 
que ê o próprio relatório de saída emitido pelo LP - MOSS . As variáveis 
são designadas na programação linear de: BETAI , BETAIL, BETA2, BETA2L etc. 0 
valor de , considerando-se (247) é assim obtido:
0^ ,.= BETAI - BETAIL
62 = BETA2 - BETA2L
0^ = BETAK - BETAKL 
A Interpretação do relatório é feita assim: sob a coluna " VARIABLE encon-
A  - Pofito de Aplicação de Carregamento
Ponto de Aplicação das Restrições
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tram-se os nomes das variáveis que se deseja. Os seus valores estão sob a co­
luna '' SOLUTION ACTIVITY " . Os limites das restrições estão sob as colunas 
" LOWER BOUND '' e '* UPPER BOUND '' , que mostram os valores dos limites Infe­
riores e superiores, respectivamente. A coluna " CURRENT COST " , contém os 
coeficientes d a s variáveis da função objetivo. Sob a coluna "TYPE " e
" ENTRIES "estão respectivamente o tipo da variável:
B - valor Intermediário
, , • /
LL - valor Inferior
UL - valor superior ;
e o número de vezes que a variável entrou no probVema. !
i
Com os valores das variáveis e, considerando-se a equa*-
K ) - ip.
ção (2 5 ^  , pode- 
trado na figura
se traçar o grafico do perfil de E 
2 0 .!
a J mos-
A fim de detalhar este problema, apllca-se as equações de 
restrições em novos pontos que por conveniência possuem abcissas, Ç , coinc'ÍNr 
dentes com as separações das funções de Heaviside. Os resultados numéricos e£ 
tãõ no quadro 2 , e o perfil do parâmetro está traçado no gráfico apresentado 
na figura 21 . Continuando, resolve-se este mesmo problema, porém, conslderan^ 
do desta vez a seguinte expansão:
K=1
Logo, as funções de Heaviside ficam espaçadas de 0.12 uma das outras. Coinci­
dentes com estes espaçamentos, aplica-se as restrições, como mostra a figura 
22 . Os resultados numéricos estão no quadro 3 e a distribuição do parâme-
'l'i 5 ) *- 'I'.
tro E 
aw a J
, ão longo da estrutura, está apresentada na figura23.
/
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M  - “ '1'g “ 65.9
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0 segundo exemplo é resolvido considerando-se primeiramen- 
te as funções de Heaviside separadas umas das outras de 0.07, Isto é, conside­
ra-se a superposiçio dé dez funções enquanto que as restrições foram aplica­
das somente em cinco pontos da estrutura,, como se pode observar na figUrá 24 *
-O-s-^gsíTÍtadós constam do quadro 4:_e ^ .^p 1 do parâmetro í
para este cáso, estã na figura 25 .
Da mesma forma qUe no primelro exemplo, resolve-se este me£ 
mo problema ;considerando-se á expansão da função ^  através de cinco funções
de Heavisidé, tomando como pontos de aplicação das restrições os anteriores . 
Os valores obtidos são apresentados no quadro 5 e a distribuição E
está na figujra 26- . 1
1 Para efeito de comparação da distribuição ótima com alguma
outra, tomà-se uma distribuição linear para ( Ç )  na regiio cônica. Os resul­
tados sempfe estão mostrados em linhas mais finas, nos gráficos dOs problemas 
cor responden^tes.
Devè-se sal ientar aqui , a significância do parâmetro ij/( Ç ) 
com respeito aoS problemas práticos referidos na introdução deste trabalho 
De fato, no caso de uma transição soldada a temperatura final é uniforme e so­
mente o coeficiente a ( Ç ) varia. Seja T , a temperatura final. Então
T ( ç  ) . T a  = T ^ - T
♦ ( 5 ) -  < » ( C )  - 0 ^  ( T - T )a J O
Logo,.as figuras 20, 21 , 23 r  25 e 26 mostram como o coeficiente de ex­
pansão térmica deve ser distrlbufdo a fim de minimizar as tensões térmicas.Nos 
outros problemas como o de distribuição de resfriadores ao longo dâ junta* ou
mA  - Pontos.de Superposições de Carregamentos
• Pontos dg Aplicações das Restrições






Fíg. 26 - Distribuição do Parâmetro tpC Ç ) . Segundo 
exemplo.
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ainda o de àlíVí o . d e  tensões, e a temperatura que varia e o coeficiente 
de expansão térmica permanece constante. Se a e o coeficiente de expansão te£ 
mica. Então,
♦ ( ? ) - a T  tí 5 ) - T.L- <
Logo, aqueles mesmos^ gráficos apresentam, também, a maneira como a temperatu­
ra deve ser controlada para'minimizar as mudanças nas tensões térmicas, quan­
do a estrutura e restaüradà â uma temperatura uniforme.
./
* * *
■  i l  <u, ,
14 8
A distribuição ótima do parâmetro i{)( Ç ) na junta cônica, e 
determinada através da técnica de programação linear.
0 critério de otimização atende somente condições estrutu­
rais e baseia-se no desejo de se reduzir as tensões térmicas. Na prática, pode 
haver certas distribuições de uso mais freqllente por razões técnicas ou econô­
micas. Neste trabalho, estas não foram levadas em consideração.
No cálculo dos coeficientes das Variáveis , para a pro­
gramação linear surgem certas dificuldades computacionais. Para a obtenção das 
funções de Kelvin de segunda ordem e suas derivadas, usa-se desenvolvimentos 
assintoticos . Esta aproximaçao pode ser utilizada, devido aos argumentos] 
destas funções serem normalmente maiores do que seis. Na obtenção dos zeros dê 
X ) = 0 ,  procedè-se da seguinte forma: tira-se de uma tabela, os valores 
dos cinco primeiros deles. Em seguida, tendo-se em Vista que do sexto em dian­
te, dois zero^ consécutivos de Ü2 ( x ) = 0 diferem praticamente de n, gera-se
os demals! ' ,
As funções de Bessel para pequenos argumentos ( £  10 ) fo­
ram calculados pela subrotina científica da IBM , BESJ; para argumentos maio­
res que 10, uti1Iza-se, também, um desenvolvimento assintótlco
As tensões sê apresentam expandidas em séries de Bêssel e a 
convergência sempre é lenta, requerendo a retenção de mui tos termos. Conse^en^ 
temente, o programa elaborado para determinar os coeficientes das restrições , 
_tem sgu tempo de processamento prolongado. Para se ter idéia, o cálculo dos
coeficientes do primeiro exemplo, anteriormente apresentado, isto é, fazendo-
i
-se a aproximação de K ), através de 10 funções de Heaviside e calculando 
as restrições em í2 pontos, o processamento leva aproximadamente, 8 horas.
Q.uanto ã precisão dos coefic i e n t e s s e  deve observar que e- 
Xlstem erros provenientes da retenção de Um número finito de termos dasisêrleS é
CAPfTULO 11 - discussão DOS RESULTADOS
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um acentuado erro de truncamento. Este último, além do extenso tratamento alg£ 
bríco, é agravado pela natureza das quantidades manipuladas. Nos exemplos re­
solvidos, as funções de Kelvin ber2 e béi^ estio na faixa de 10^ a 10^^ 
enquanto que as funções ker^ e keÍ2 » estio entre 10 ^ e 10 . Partin­
do destes valores, chega-se aos coeficientes das tensões que são,todos , da o£ 
dem de centésimos^ Nestes casos, o procedimento que se adota é especificar as 
variáveis em dupla - precisão (16 casas decimais na marttissa, oü mais). Toda­
via, isto não é possível no computador IBM 113Ò, que permite somente a especi- 
■  ■ i  ' : ■ "  '  ' 
fícação de : 3
! * EXTEtíDED PRECtSlON
(10 algarisfflos ha^mantissa). Esta precaução é tomada.
Ós resultados do primeiro exemplo estão mostrados nas figd-
ras 20 » 21 e 2 3  . 0 perfi 1 do parâmetro E , mostra­
do na figura 2 0  , apesar de apresentar forma análoga ã esperada, apresenta 
algumas irregularidades. Como neste exemplo tomou-se dez funções de Heaviside 
e aplica-se as equações de restrições somente em cinco pontos, pode resultar
valores irregulares para ais variáveis 0, . Verificando este fato, calculou-sek ft
as tensões em outros pontos que não os restringidos, empregando a distribuição
encontrada para ^  r / \ -t Constatou-se que algumas delas estavam
L y a } ‘
ultrapassando o timite admissível. Em seguida, aplicou-se as restrições em to­
dos os pontos em que havia a superposição de uma função de Heaviside. 0 resul­
tado é mostrado na figura 21 e apresenta ainda pequenas irregularidades, de­
vidas, provavelmente, aos erros de truncamento. Este erro agora^é aumentado p£ 
la técnica de otimização empregada. Basicamente, esta consiste em resolver si^ 
temas de equações lineares pelo método de Gauss - Jordan, sendo a solução óti­
ma encontrada Iterativamente. A precisão dos resultados depende, obviamente , 
do tamanho e do tipo do problema. Tendo o exemplo exigido várias iterações e 






No gráfico da figura 23 está a d is tr ibu iç ão  do parâmetro
a quando se resolveu o mesmo exemplo considerando-se a super-
posíçio de cinco funções de Heaviside e cinco pontos de aplicação das restri­
ções. Como se podé observar, a forma da distribuição coincide com a esperada. 
Observa-se taitibém que o número de iterações é bem reduzido.
Os resultados referentes ad segundo exemplo são anãlogos^^ 
aos do primeiro. Aqui , novamente o perfil de E_ ç  ^ ^ ~ apresenta a1-
a
gümas irregularidades quando se resolve o exemplo com pequeno número de restri
a w
ções, conforme mostra a figura 25 . Quandó se resolve o problema com igual
- númeTõ"^ê^ünç^^^ de Heaviside e pontos de aplicação, o resultado mostra-se S£ | 
tisfatório e está no gráfico da figura 26 .
I Fisicamente, percebe-se que a forma da distribuição ótima 
do parametro \p'( Ç ) deve; ser o da figura 27 . Como se impôs restrições de m£ 
notocidade da função (p( ç ), entre outras formas possTveis de função monotõni- 
ca, as obtidas são umas delas. Para testar o modelo, as restrições de monoto- 
cidade são retiradas do problema. Os resultados, ora obtidos, constam do qua­
dro 6 » que, como se pode verificar, são exatamente os mesmos quando se re­
solve com aquelas restrições, ver quadro 2 , . Assim, conclui-se não ser ne­
cessário restringir a função ^ ( C ), isto é, não são necessárias as restrições 
dadas em (248).
Dos resultados, pode-se observar ainda que, para maximizar 
a di ferença.AiJj , entre os extremos da junta, cada ponto da estrutura fica ten- 
slonado em seu limite, ou próximo dele.
Para üma boa aproximação da função Ç ) a separação das , 
funções de Heaviside deve ser pequena, da ordem de Ç = ~ =  OlOOl , sendo as 
restrições aplicadas em Incrementos da mesma ordem. Só assim, obtém-se a fun- 
_  ção detalhadamente e tem-se a certeza qüe as tensões estão dentro da superff-
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FIg. 27 “ Distribuição Esperada para o f>árlmetro ç )





Este trabalho fornece a distribui çã o do co ef iciente 
de expansão térmica através de uma junta cônica soldada, minimizain 
do as tensões r. térm I ca s . A solução é tambérn-^d i retaiiien te aplicável 
aos seguintes problemas: a)arranjo de 'resfriadores ao redor de juji 
tas conicás; b)contrõle do perfil de temperatura em processo de 
iTvio de tensões, em juntas cônicas.
Determina-se, no trabalho, todas as expressões das 
solicitações e deslocamentos da estrutura. No caso de se conhecer 
uma determi nada di strt bui çao para i})( g ), e se desejar a análisede
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tensões e deslocamentos, as equações sao uma alternativa para a so 
lução. Para ;tal, deve-se determinar previamente as variáveis 6|^  , 
k = 1, 2 . . .i N - 1* Do ponto de vista computacional, isto é perfe_i^ 
tamente possível ,: bastando se adequar o programa principal. A f o r ­
mulação realizada, pérmite também a análise de tensões quando s o ­
mente se tem dadòs expe r i rtien t a i s a respeito da distribuição de \p 
( Ç ) na região cônica. Para resolver um problema d e s t e t i p o ,  tem- 
-se que primeiramente de te rm i na r nume r I camen t e as variáveis g|^ .
Para a prática,;a distribui çã o ótima de ij; ( ç ) .ser-, 
ve para avaliar o desempenho de q u a 1 quer pérfiI de solda ou de dÍ£ 
tribuição de temperatura.ou dõ coeficiente de expansão térmica n u ­
ma junta cônica* A parte computacional foi toda realizada num c o m ­
putador IBM - 1130. Assim, levando-se em conside r a ç ã o :
a) o tempo de processamento gasto para resolver um problema do 
pçrte dos exemplos resolvidos e para problemas maiores; b) a 
nece ss id ad e de unidade de saída parâ grandes massas de dgdos,taÍ 
como Uma unidade dè fita magnética, quando da realização de boas
apròí^f nações pa r a-o-pâTime t r o ; g ) a falta de recursos para dar ma-
^s^
■ ' V
l.or precisão ao tratamento computacional; d) a Ifriiltação do LP 
MOSS quanto ao número de restriç-pes, 700, e seu tempo de processa- 
mento; conclui-se que este computador é inadequado para solucionar 
tais problemas. . /
! Cômo propôsições para trabalhos futuros, sugere-se:
a) Reálizarlum estiido objétlvándo uma maneira gráfica dè se obter
I ■ ' ■ ^r .
as var i aVe 1 s da es t ru tu l*a . Pa ra tan to , Inicialmente deve-se ob-
• i ' ' 
i ■ ' ■ ' ■** «w -
ter todaé as p r I nc i pa i s funções para diversas geometr i as ,de j uji
tas . ■ í' ■■
b) Fazer umiestudo sobre a i n f 1ulncI anda geometria da junta na di^
^  ^  . i  
tribuiçiò ôtima d o p a r â m e t r o  i|j( ç ).
c) Com os ■ r e s u 1tádos obtidos em a) e b ) , realizar um trabalho m e t £  
í^ õ-i c o,_re f erente a o co n t r o le.da distri bu iç ão  do coeficiente de
expansão ; têrmI ca èm juntas cônicas.
d) Procurar uma solução diferente da apresentada, poss iv el me nt e 
fundamen tada em cálculo variacional.
e) Realizar um trabalho experimental no sentido de verificar a v a ­
lidade da solução. Neste caso, prime ir am en te  deve-se resolver o 
problema com uma boa aproximação, isto é, utilizando razoável 
número de,funções de Heaviside e de pontos de aplicação das re_s 
t r I ç õ e s .
f) Realizar um estudo da di stribuição da espessura através da j u n ­
ta cônica e ve rificar sua Influência no parâmetro controlado r 
das tensões. Em s e g u i d a , estudar o comporta me nt o global da j u n ­
ta, es t a belecendõ-se soluções ótimas para os parâmetros estuda-
/ ■
dos e ve rificàf a es tabilidade d a s o l u ç ã o .
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